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Chapitre Un

Nombres réels
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Pour asseoir I'analyse sur des fondements rigoureux, il a été nécessaire de mettre sur place une construction solide
des nombres réels. Jusqu’aux environs des années 1860 ’existence des nombres réels et leurs propriétés sont admises, par
exemple par Augustin Louis Cauchy (Frangais, 1789-1857) dans son cours de 1821. Mais quelques années auparavant, en 1817
précisément, Bernhard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (Autrichien, 1781- 1848) établit qu'une partie non vide majorée
de réels admet une borne supérieure. Les travaux de Bolzano resterent cependant peu connu jusqu’aux environs de 1865 avec
les travaux de Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (Allemand, 1815-1897). Les premieres constructions basées sur les suites
de Cauchy sont dues & Hugues Charles Robert Méray (Francais, 1835-1911) en 1869 et & Georg Ferdinand Ludwig Philipp
Cantor (Allemand, 1845-1918) dont les travaux sont exposés par Christian Johann Heinrich Heine (Allemand, 1797-1856)
en 1872. C’est en cette année 1872 que Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) publia sa construction des réels aux
moyens des coupures. Les principales démonstrations sur les nombres réels sont ’'oeuvre de Ulisse Dini (Italien, 1845-1918)

qui publia un traité en 1878.
L’objectif de ce chapitre est de donner les éléments de construction des nombres réels ainsi que leurs propriétés fonda-

mentales : propriété d’Archiméde, bornes supérieures, bornes inférieures, notion de densité, etc.

1.1 Quelques ensembles usuels de nombres

1.1.1 Les entiers

On désigne par N I’ensemble des entiers naturels N = {0,1,2,3,...}. Comme chaque entier naturel n
admet un successeur qui est n + 1, il est aisé de se convaincre que N est un ensemble infini. On note N*
I'ensemble N\ {0}, c’est-a-dire I’ensemble des entiers naturels non nuls. On munit N des opérations usuelles
telles que ’addition ”+” et la multiplication ” x” dont on suppose connues les propriétés : commutativité,
associativité, existence d’éléments neutres, distributivité de la multiplication par rapport a l’addition. Il
est facile de s’assurer que ’addition et la multiplication sont des opérations qui ont leurs résultats dans
N. On dit alors que N est stable pour I’addition et la multiplication ou que I’addition et la multiplication
sont des lois internes de N. Par contre, I’équation x +1 = 0, d’inconnu z, n’admet pas de solution dans N.
Plus généralement, pour tout n € N*, léquation x +n = 0 n’a pas de solution dans N. D’ou la nécessité

de créer un ensemble Z, contenant N tel que pour tout élément = € Z, il existe un élément =’ € Z tel que

Analyse I, L1-MPI
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Les rationnels 2

x + 2’ = 0. Les éléments de Z sont appelés entiers relatifs et pour tout z € Z, I’élément 2’ € Z tel que
x+ 2’ =0 sera noté —x. Ainsi, Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...} et Z* =7\ {0}.

L’ensemble Z, introduit pour pallier les carences de ’ensemble N, s’est révélé tres vite insuffisant. Il
n’est, en effet, pas possible de résoudre I’équation 3x = 2, d’inconnu z, dans I’ensemble Z. Il est donc

. . . 71 72 a/ AY
encore nécessaire d’introduire un ensemble, dont les éléments sont du type 7 oua€ZetbelZ".

1.1.2 Les rationnels

L’ensemble des nombres rationnels est ’ensemble Q = {%, a€Zetbhe Z*} dans lequel on identifie

a axn a
la fraction 3 avec b < pour tout a € Z et b,n € Z*. On désignera par Q* = {E’ a€Z etbe Z*}. On
n

munit Q des opérations + et x ; et de la relation d’ordre totale < et on a les propositions suivantes.

Proposition 1.1. Le triplet (Q,+, x) est un corps commutatif, c¢’est-a-dire qu’il vérifie les propriétés

susvantes : pour tous éléments x,y, z de Q,

1. (z4+y)+z=z+(y+2);

2. x+y=y+zx;

3. 0+x=x;

4. il existe —x dans Q tel que x + (—z) =0;

S xx(yxz)=(xrxy)xz;

0. cXy=yXxXx;

7. 1#0etlxx=ux;

8. six#0, il existe v € Q tel que x x x™ 1 =1

9. zx(y+z)=xxXy+zXxz.
Proposition 1.2. Muni de la relation d’ordre totale <, le corps (Q,+, /times) satisfait la propriété
suivante dite d’Archiméde :

Ve,yeQ/x>0,IneN/nxz>uy.

Précisément, cela peut s’écrire : Vr,y € Q, (x >0)= (IneN/z+z+---+2x >y).
—_—

n fois

Remarquons également que la relation d’ordre totale vérifie :
— (@<y) = (r+2<y+2);
— (0<z,0<y)= (0<xxy);
— (2<0,0<y)= (zxy<0)
Remarquons d’abord que ’ensemble Q présente beaucoup d’insuffisances que nous découvrirons au fur

et & mesure de ’évolution de ce cours.

Notes de cours dispensé & 'UCAD, Dakar, Sénégal



Nombre réel 3

1.1.3 Une premiére carence du corps Q : inexistence de solution de I’équation p? = 2

C F En restant dans @, nous savons calculer la

longueur de I’hypoténuse du triangle rectangle

h=5 % ABC mais pas celle du triangle rectangle DEF'.

Autrement dit il n’existe pas de nombre ration-
nel p tel que

A 4 B D | E p?=2. (1.1)

m
En effet, supposons 'existence d’un rationnel p = —, ou (m,n) € Z* x Z* avec m et n premiers entre
n
eux. D’apres (1.1), nous avons m? = 2n?; c’est-a-dire que m? est pair et par suite m est pair. D’ott m? est
divisible par 4. C’est pourquoi 'égalité m? = 2n? nous permet de dire que n? est pair et par conséquent

n aussi est pair. On aboutit alors & une contradiction.

Il suit donc que 'ensemble des nombres rationnels est plein de ”trous” malgré qu’entre deux nombres
rationnels distincts p et ¢ (p < q) il existe toujours un troisieme (rationnel) ¢ tel que p < £ < ¢; on

pta

peut par exemple prendre ¢ = a4 Nous sommes donc contraints d’introduire d’autres nombres : les

nombres dits ”irrationnels”. Voici quelques exemples de nombres irrationnels.
1. Le nombre m = 3,1415 - - - défini comme étant la circonférence d’un cercle de diametre 1.
2. Le nombre e d’Euler défini comme somme infinie

PN S S N 1 B
e=l+ gttty gt H+"'_ZH‘

1.2 L’ensemble des nombres réels

1.2.1 Nombre réel

Définition 1.1. On appelle nombre décimal tout nombre d qui s’écrit sous la forme d = 10"k, ou n et

k sont deux entiers relatifs.

Définition 1.2. Un nombre réel est une collection de chiffres {co, ..., cn} et {d1,da, ...} compris entre 0
et 9. Les chiffres ¢; sont en nombre fini et les chiffres d; peuvent étre en nombre infini. On fait correspondre
a cette collection le nombre x donné par le développement décimal x = ¢;,¢p—1...c1¢0,d1dods ... d,, . ..
et la suite ne se termine pas par une infinité de 9. Le nombre réel = est alors I'unique nombre qui satisfait

la double inéquation suivante : pour tout k € N,

+d+d2+ LI +d+d2+ sy 1
Cr,Con— . C1C — X Cm,C . C1C — — —.
mEm=l-- 50T 70 T 102 10k = mm=l--- 50T 70 T 102 10k " 10k

Cette construction présente notamment la difficulté de donner des algorithmes simples pour la mul-

(1.2)

tiplication, et méme pour 'addition dans des cas tels que 3 x 0,333... ou 0,333...+0,666... Il existe
d’autres constructions dont
— les coupures de Dedekind, qui définissent, via la théorie des ensembles, un réel comme 1’ensemble

des rationnels qui lui sont strictement inférieurs;

©DMI/FST/UCAD
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Nombre réel 4

— les suites de Cauchy, qui définissent, via ’analyse, un réel comme une classe d’équivalence de suites

de rationnels convergeant vers lui.

Exemple 1.1.
1. Les décimales du nombre 7 sont cg =3, d1 =1,de =4,d3 =1, ...

2. S’il n’y a qu'un nombre fini de décimales d; non nulles, alors le réel x est un rationnel et
T =cpnl0™ 4 110™ 410+ cg +dg 107 -+ d, 107 (1.3)

Proposition 1.3. Un nombre réel est rationnel si et seulement si son développement décimal est périodique

a partir d’un certain rang.
Démonstration. Faire la preuve ]

On note R I'ensemble des nombres réels et R* = R\ {0} I'ensemble des nombres réels non nuls. Sur R,

7"

on définit deux lois internes : une loi dite somme et notée ”+”, une autre loi dite produit notée ;

ainsi qu’une relation d’ordre notée ” <”. Ces lois satisfont les propriétés suivantes.
Théoréme 1.1. (R, +,-, <) est un corps commutatif, totalement ordonné, archimédien.

On note R4 I'ensemble des nombres réels z > 0 et R_ I’ensemble des nombres réels z < 0.
Proposition 1.4. La relation d’ordre est compatible avec l’addition par un réel quelconque, et avec la
multiplication par un réel positif :

1L.Vz,y,ze€R, (z<y)= (z+2<y+2);

Ve,y,z€ R, (x <y)= (r+2<y+2);
Ve,ye R,Vze Ry, a <y=zz<yz;
Ve,ycR, z € Ry, (x <y =22 <yz);
Ve,y e R, Vz e R* , x <y = xz > yz.
1 1
Ve,y e R*, 0 <z <y<=0< - < —;
Yy

S S e e

T

1 1
T Ve,yeR*, e <y<0<+—= - < —<0;
y T

1 1
8. Vr,ye R, e <0< y<= — <0< —;
T Yy

9. Vr,y,z,t eR,x<yetz<t—=ua+z2<y+t;

10. Ve, y,z,t eR, e <yetz<t=x4+2<y-+t;

11. Ve,y e Ry, V2, t e Ry, e <yetz<t=axz<yt;
12.Ve,y e Ry etV neN, ona:rz <y 2" <y™

1. Ve eRyL etVnmeN, ona:z<1letn<m=— 2" >z

14. VxeRy etVnymeN, ona:x>1etn<m=— " < z™.

Proposition 1.5. Soit n € N*.

Notes de cours dispensé & 'UCAD, Dakar, Sénégal



Notion de valeur absolue - Distance sur R 5

1. Formule du binome de Newton : pour tous z,y € Ry, on a :
x+y ch ko n—k (1_4)

2. Pour tous x,y € Ry, on a :

n—1
" =yt =(xr—y) <Z x”_l_kyk> . (1.5)
k=0

3. Inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tous Té€els X1,Ta, ..., Tn, Y1, Y2, -, Yn, ON G :

(S) =(54) (24)

1.2.2 Notion de valeur absolue - Distance sur R
Définition 1.3. On appelle valeur absolue d’un réel z, le réel noté |x| défini par : |z| = max{z, —z}.

Remarque 1.1. 1l résulte de cette définition de la valeur absolue d’un nombre réel x que :
1. Pour tout z € R, |z| = | — z|.

si <0

si x>0

3. Pour tout z € R, |z| > 0 et |z| =0 <=z = 0.

—x
2. Pour tout z € R, |z| = {
x

Proposition 1.6. Soient x, y et a des nombres réels. On a :

1 |zy| = |z[lyl,
ol gy 20,
vyl |yl

2] - |y\)<|x+y|<\xr+|y\
2] = [y <= 2% =47,

3.

4

5. || <yl = 2? < y?,
6.Ve>0,lr—a|l<e<=a—-ec<z<a+e,
7.

Ve>0,lz—a|<e<=a-ec<z<a+e.
Définition 1.4. On appelle distance sur R toute application d : R? — R vérifiant : pour tous z et v,
d(z,y) = 0;
dz,y) =0z =1y;
d(x,y) = d(y, z);

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

d(x,y) est appelé distance entre les réels z et y.

=W e

Exemple 1.2. Considérons I'application d définie par : R> — R, (z,y) — |z — y|. Montrer que d est

une distance sur R. C’est la distance usuelle sur R.

©DMI/FST/UCAD
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Borne supérieure - Borne inférieure 6

1.3 Borne supérieure et borne inférieure

1.3.1 Majorants - Minorants

Définition 1.5 (Majorant-Minorant). Soit A une partie non vide de R (resp. Q).

e On dit que A est majorée s’il existe M € R (resp. M € Q) tel que pour tout x € A onax < M.

Dans ce cas le réel M est appelé un majorant de A dans R (resp. dans Q).

e On dit que A est minorée s’il existe m € R (resp. m € Q) tel que pour tout x € Aon a: x > m.

Dans ce cas le réel m est appelé un minorant de A dans R (resp. dans Q).

e On dit que A est borné si A est a la fois majorée et minorée.

Définition 1.6 (Elément maximal - Elément minimal). Soient A une partie non vide de R (resp.
Q), M et m deux éléments donnés de R (resp. Q).

e On dit que M est le plus grand élément ou maximum (ou élément maximal) de A si M € A et M

est un majorant de A dans R (resp. Q). On note alors M = max A ou M = max(A).
e On dit que m est le plus petit élément ou minimum (ou élément minimal) de A si m € A et m est

un minorant de A dans R (resp. Q). On note alors m = min A ou m = min(A4).

Proposition 1.7 (Unicité de I’élément maximal (resp. minimal)). Si A posséde un mazimum (resp.

minimum), alors il est unique.
Proposition 1.8. Tout sous-ensemble fini non vide de R posséde un maximum (resp. un minimum,).

Démonstration. Soit A un ensemble & n éléments (avec n € N*). Nous allons faire une récurrence sur n.
& Pour n =1, A est un singleton {a} et a est le maximum de A.

& Pour n > 1, supposons que le résultat est vrai jusqu'a l'ordre (n — 1) et montrons que c’est aussi
vrai a 'ordre n. On fixe un élément = de A et on considere 'ensemble B = A\{x}. Alors B est un
sous-ensemble de A (donc de R) possédant (n — 1) éléments. Par conséquent, d’apres 'hypothese
de récurrence, B possede un maximum M € B. Si x < M alors M est aussi un maximum pour
A, sinon alors x est le maximum de A. O

Exemple 1.3.
1. Si A, = N, min A5 = 0 mais As n’a pas d’élément maximal.

2. A3 = 7Z, n’admet ni d’élément minimal ni d’élément maximal.

1.3.2 Borne supérieure - Borne inférieure

Définition 1.7 (Borne supérieure et borne inférieure). Soit A une partie non vide de R. On dit que :

e s € R est la borne supérieure de A si s est un majorant de A et s est le plus petit des majorants

de A; on note alors s = sup A;

e i € R est la borne inférieure de A si i est un minorant de A et i est le plus grand des minorants

de A; on note alors ¢ = inf A.

Notes de cours dispensé & 'UCAD, Dakar, Sénégal



Une deuxiéme carence du corps Q : partie majorée n’admettant pas de borne supérieure et partie
minorée n’admettant pas de borne inférieure 7

Théoréme 1.2 (Axiome des bornes supérieure et inférieure).
— Toute partie non vide et majorée A de R admet une borne supérieure. Autrement dit, si A est
une partie non vide et majorée de R alors sup(A) € R.
— Toute partie A non vide et minorée de R admet une borne inférieure. Autrement dit, si A est
une partie non vide et minorée de R alors inf(A) € R.

— De plus, si A est minorée, alors —A = {—a, a € A} est majorée et on a :
inf(A) = —sup(—A). (1.7)

Théoréme 1.3 (Caractérisation des bornes supérieure et inférieure). Soit A une partie non vide de R.

e Si A est majorée, alors la borne supérieure ou supremum de A est l'unique réel s caractérisé
par la propriété :
VeeA z<s
(1.8)
Ve>0,da. € A/ s—e<xe <s.

e Si A est minorée, alors la borne inférieure ou infimum de A est 'unique réel i caractérisé par
la propriété :
VeeA 1<z
(1.9)
Ve>0,da.€cA/i<z.<i+e.

Le Théoreme 1.2 est faux dans Q comme le montre le paragraphe suivant.

1.3.3 Une deuxieme carence du corps Q : partie majorée n’admettant pas de borne

supérieure et partie minorée n’admettant pas de borne inférieure

Soient A={peQ:p>0etp?><2tet B={pecQ:p>0etp>> 2} Nous allons montrer que
I’ensemble A ne posséde pas un plus grand élément et que I'ensemble B ne possede pas un plus petit
élément. Plus précisément nous montrons que :

— quelque soit p € A, il existe g € A tel que p < q; et

— quelque soit p € B, il existe ¢ € B tel que g < p.

a) Soit p un élément de A arbitrairement choisi, alors p? < 2. Si nous posons g = p+h avec 0 < h < 1,

il vient que q > p et
C=p"+2p+h)h < p*+ (2p+1)h.

2 —p? 1 2 p?
Pour que ¢ < 2, il suffit que h < ; soit par exemple A = —min | 1, .Dou A
2p+1 2 2p+1

n’admet pas de plus grand élément.

-2 1
b) Soit maintenant p un élément quelconque de B, alors p? > 2. En posant ¢ = p — d 5 = g + -,
D p
il suit que 0 < g < p et
p* =2\’
q2=p2—(p2—2)+< 5 > >p?—(p° -2) =2,
p
c’est-a-dire ¢ € B et ainsi I’ensemble B n’admet pas de plus petit élément.
Analyse I, L1-MPI @DMI/FST/UCAD
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Racine n-iéme d’un nombre réel positif 8

I1 suit donc que si A (resp. B) admettait une borne supérieure s € Q (resp. borne inférieure i € Q), on

aurait s> = 2 (respectivement i = 2). Ce qui est impossible d’aprés le paragraphe 1.1.3

1.3.4 Droite numérique achevée

L’ensemble R n’a ni plus grand ni plus petit élément. On lui ajoute les deux éléments —oo (moins
Iinfini) et +oo (plus linfini) de fagon & obtenir I'ensemble noté R appelé la droire réelle achevée :

R =R U {—00,+00}. On prolonge partiellement & R la structure algébrique de R en posant :
1. VxeR,ona —c0o < x < +00;
2. Vo € R tel que & # —00, on a x + (+00) = +00;
3. Vo € R tel que = # +00, on a x + (—00) = —00;
4. Vx € Rtel que x >0, 0onaz:(—00) = —0c0 et - +00 = +00;
5. Vr € Rtel que # < 0,0nax-(—00) =+00 et z-+00 = —00.
Les opérations (4+00) 4+ (—o0) et 0 - (+£00) ne sont pas bien définies.
Remarque 1.2. Soit A une partie non vide de R.
e Si A n’est pas minoré, on pose inf A = —co.

e Si A n’est pas majoré on pose sup A = +0o0.

1.4 Racine n-ieme d’un nombre réel positif

Théoréme 1.4 (Racine n'®™° d’un réel positif). Pour tout nombre réel strictement positif x et pour tout

entier naturel non nul n, il existe un unique réel positif y tel que y™ = x. Le réel y est appelé racine n**™e

de x. On note y = Yx ou bieny:x%.

Proposition 1.9. Pour tous a,b € Ry et tout n € N*, on a :

Vab= {/ax Vb, i/ Wa={/Va= "Ya, Var=a
Démonstration. A montrer en exercice OJ

Remarque 1.3.
1. Soit n € N* tel que n est pair. Alors pour tout y € R} ona:y" = (-y)" > 0.

(a) Ainsi pour tout x € R* et pour entier naturel non nul pair n, 'équation y" = = admet deux
solutions dans R : y; = {/z et yo = — {/x.

(b) Par contre pour x € R* et pour entier naturel non nul pair n, ’équation y"” = x n’admet pas

de solution dans R.

2. Soit n € N tel que n est impair. Pour tout y € R*, on a (—y)"™ = —y". Ainsi pour tous x € R et n

impair, ’équation y" = z, d’inconnue y, admet une solution unique dans R : y = signe(x) {/|z|.

Notes de cours dispensé & 'UCAD, Dakar, Sénégal
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1.5 Partie entiere - Approximation d’un réel

1.5.1 Partie entiere

Théoréme 1.5 (Principe d’Archimede pour la loi + dans R). Soient z,y € R tels que y > 0. Alors il

existe un et un seul entier relatif n € Z tel que ny < x < (n+ 1)y.

Proposition 1.10. Quel que soit le réel x, il existe un unique entier relatif p satisfaisant p < x < p+ 1.

L’entier p est appelé partie entiére de x et on note p = E(x) = [z].
Démonstration. On applique le principe d’Archimeéde pour la loi + dans R, en prenant y = 1. ]

Remarque 1.4.

1. E(x) =max{n € Z; n <ux}.
Pour tout nombre réel z, on a: E(x) € Z et E(x) <z < E(z) + 1.
Pour tout nombre réel z,ona: E(x) € Zetx —1 < E(z) < x.
Pour tous nombres réels z et y, on a: z <y = E(x) < E(y).

Pour tous nombres réels x et y, on a: x <y = E(z) < E(y).

A S

Le réel m(x) = = — E(x) est appelé mantisse de x et on a : Vx € R, m(x) € [0, 1].

1.5.2 Approximation d’un réel
Soit  un nombre réel, p un entier naturel. On a :
E(z-10°) < z-10P < E(x - 107) + 1. (1.10)

D’ou 107PE(z-10P) < x < 107PE(x-10P7)4+107P. Ainsi, 107PE(x-10P) est un nombre décimal approchant
x a 107P pres par défaut et 107PE(x - 10P) 4+ 107P est un nombre décimal approchant x & 107P pres par

exces.

Exemple 1.4. Donner une approximation de 7 & 10° pres, & 107! pres, & 1072 pres et & 1073 pres.

1.6 Nombres complexes

On note C I'ensemble R? muni des lois d’addition et de multiplication données par :

(a,b) + (a', V) = (a+d', b+ V), (1.11)
(a,b) x (a',0') = (aa’ — bV, ab + a'b), (1.12)

pour tous (a,b), (a’,t’) € R%. Les éléments de C sont appelés nombres complexes. On admet le

Théoréme 1.6. C est un corps commutatif et Uapplication x — (x,0) est un homomorphisme injectif

du corps R dans le corps C.

©DMI/FST/UCAD
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On peut donc identifier R & un sous-corps de C. Posant (0,1) = i et identifiant (z,0) avec z, on a
alors (x,y) =  +1iy : c’est la notation usuelle des nombres complexes. On a : i2 = (0,1)(0,1) = (—1,0) =
—1+0x:i=-1.

Siz = (z,y) = = + iy est un élément de C, le nombre réel = est appelé la partie réelle de z et est
noté R(z) ou Re(z) tandis que le nombre réel y est appelé la partie imaginaire de z et est notée J(z) ou
Im(z).

Définition 1.8. On appelle module du nombre complexe z = x + iy le nombre positif |z| = (22 + yQ)%
Il est claire que si z est un réel, son module se confond avec sa valeur absolue.

Définition 1.9. On appelle argument d’un nombre complexe z = x + 1y la classe modulo 27 des nombres

.. x . 12
réels 0 qui vérifient cos§ = ﬂ et sinf = |y—| On note arg z I'un quelconque des éléments de cette classe.
z z

Définition 1.10. On appelle conjugé d’un nombre complexe z = x + iy, le nombre complexe z = z — iy.
Proposition 1.11. Quels que soient z1,29 € C, on a

1. |21 + 22| < 21| + |22 ;

2. |zze| = |2l|22|;

3. arg(z1z2) = argz; +argza (mod.2m) ;

4o [le1] = Jzal| < 21 = 22 < J2a] + |22l

Pour majorer une somme de nombres complexes, on peut utiliser la
Proposition 1.12. Soient z1, ..., 2, des nombres complexes. On a

n

>

i=1

<>zl (1.13)
=1

Les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski s’étendent aux nombres complexes sous la forme

n 2 n n
> aibi| < (Z \ail2> (Z |b¢\2> , (1.14)
i=1 i=1 i=1
(Z la; + bi\2> (Z \ai\2> + (Z \bﬁ) . (1.15)
i=1 i=1 i=1

Ces inégalités sont des égalités si on a b; = Aa; (ou a; = )\EZ-), ou A est un réel.

A

IN

Notes de cours dispensé & 'UCAD, Dakar, Sénégal



. Chapitre Deux

Suites numeériques

Sommaire
2.1 Définitions et propriétés élémentaires . . . . . . . ... .. . . 00000, 11
2.2 Opérations sur les limites de suites convergentes . ... ... ......... 13
2.3 Critetrede Cauchy . . . . . . . . . i i e e e 14
2.4 Valeurs d’adhérence - Sous-suites - limites supérieure et inférieure .. ... 14
2.5 Suites équivalentes . . . . . . . . L0 0L e e e e e e e e e e e e e 17
2.6 Suites monotones, suites adjacentes et théoreme de Cantor . . . ... .. .. 19
2.7 Limites infinies - Formes indéterminées . . . . . ... ... ... ........ 21
2.8 Suitesrécurrentes . . . . . . . Ll e e e e e e e e e 21

Dans ce chapitre par K nous désignerons R ou C.

2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 2.1. On appelle suite numérique (réelle ou complexe) toute application u : N — K.

A la place de la notation fonctionnelle u(n), on utilise la notation indicielle w,,. L’expression u,, est

appelé terme général de la suite. Une suite u : N — K sera alors notée (uy)nen ou (uy), ou simplement

Définition 2.2. Une suite (u,) de K est dite stationnaire s’il existe un rang ng € N tel que uy, = up,,

pour tout n > ng, c’est-a-dire que la suite est constante a partir d’'une certaine valeur de n.

Définition 2.3. Une suite (u,) de K est dite bornée s’il existe un réel M > 0 tel que : |u,| < M, pour
tout n € N.

Remarque 2.1. Pour qu’une suite soit bornée, il suffit qu’elle le soit a partir d’un certain rang, c’est-a-dire
qu’il exsite ng € N tel que |u,| < M, pour tout n > ng. En effet, dans ce cas la suite (u,,) est alors bornée

par le nombre M" = sup{|ug|, ..., |un—1|, M}.

Définition 2.4. Une suite (u,) de K est dite convergente (dans K) s’il existe un élément ¢ € K tel que :
Ve>0,3n. e N/Vn>ng |u, — ¢ <e. (2.1)

Théoréme 2.1. Si une suite (u,) de K est convergente, il existe un unique £ € K qui satisfait (2.1).

Analyse I, L1-MPI
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Définitions et propriétés élémentaires 12

Démonstration. Remarquons d’abord que si un élément x € K est tel que |z| < &, pour tout € > 0, alors
x = 0. Maintenant, supposons qu’il existe deux éléments ¢ et ¢’ de K satisfaisant (2.1), alors pour tout
e > 0, il existe ng € N tel que |u, — ¢| < %, pour tout n > ng; et il existe ny € N tel que |u,, — | < ok
pour tout n > nj. Soit m = max(ng,n1) et soit n € N tel que n > m. On a :

£ €
|£—£’]:|un—£—un+€’]§|un—£]—|—]un—€’|<§+§:5.

On a ainsi établi que |[¢ — ¢'| < &, pour tout € > 0. Ce qui implique que £ — ¢’ = 0, c’est-a-dire £ = ¢'. [

Le Théoreme 2.1, nous permet, lorsqu’une suite (u,) est convergente, de dire que l'unique nombre ¢
qui satisfait la propriété (2.1) est la limite de la suite (u,) et nous poserons ¢ = lirf Uy,. On dira
n—-+00
aussi que la suite (u,,) converge ou tend vers ¢ et on notera parfois uy, —+> L.
n—-+0oo

Définition 2.5. On dit qu’une suite de K est divergente si elle est non convergente dans K.
Exemple 2.1. Toute suite stationnaire (en particulier toute suite constante) est convergente.

Exemple 2.2. Pour tout n € N, posons u,, = ¢" avec |q| < 1. Soit € > 0. Existe-t-il n. € N tel que pour
tout n > ng, [¢" <e?
— Si g = 0, d’évidence on peut prendre n. = 1.
— Si g # 0, posons |q| = 14%}17 avec h > 0. En utlisant la formule du bindéme, on peut montrer que
lg/" < . La propriété d’Archimede assure qu’on peut choisir n assez grand pour que 2 < e;

d’otu le résultat.
La convergence dans C se rameéne a celle de deux suites réelles comme 'affirme la

Proposition 2.1. Une suite (u,) de nombres complezes converge vers £ € C si et seulement si les suites

réelles (Re(uy)) et (Im(uy,)) convergent respectivement vers Re(€) et Im(¥).
Exercice 2.1. Prouver la proposition précédente.

Théoréme 2.2. Toute suite convergente de K est bornée.

Démonstration. Soit (uy) une suite convergente de K. Notons ¢ sa limite. Il existe un entier ng tel que,
pour tout n > ng, |u, — ¢ < 1. Quel que soit n > ng, on a : |u,| < |[¢| + 1. Soit s le plus grand élément
de Pensemble (fini) {|uol, ..., |un,|}. Pour tout n € N, on a : |u,| < max(s, (| + 1). O

Proposition 2.2. Soient (u,) et (v,) deuz suites de K. On suppose que
— (uy) converge vers 0 ;
— (vp) est bornée.

Alors la suite (un,vy,) converge vers 0.

Démonstration. Soit M > 0 tel que |v,| < M pour tout n € N. Pour tout € > 0, il existe n. € N tel que

pour tout n > ne, |uy| = |u, — 0] < 5. D'olt |upvy — 0] = |unvp| = |ug||ve| < &, pour tout n >n.. O
' 242041
Exemple 2.3. u, = %7 Uy, = %

Notes de cours dispensé & 'UCAD, Dakar, Sénégal
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2.2

Opérations sur les limites de suites convergentes

Théoréeme 2.3. Soient (uy,) et (v,) deux suites convergentes d’éléments de K. On pose 111}_1 u, =¢ €K
—+00

n

et lim v, =¢ € K. Alors,

n—-+oo

1. 1 = "
n—lﬁloo(u” +o,) =L+ ;

2. lim Au, = M, pour tout A € K ;
n——+00

3. lim (upvy) =00 ;
n——+00

! = || ;
4 Hmug| = €]
5. sil' #0, alors il existe ng € N tel que pour tout n > ng, v, # 0 et on a : lim Ui = % ;
n—-+oo """
6. si l' #0, alors il existe ng € N tel que pour tout n > ng, v, #0 et on a : lim %2 = %

n——+oo Un

Démonstration. Soit € > 0 arbitrairement choisi.

1.

Comme lim w, =/et lim v, =/, il existe n; € N tel que |u, — ] < §, pour tout n > ny et il
n—-+00 n——+0o
existe ng € N tel que |v, —'| < §, pour tout n > ny. Il suit que pour tout n > ng := max(ny,n2),

[t + v — (L+ )| = |(un = £) + (v = )| < |ty =)+ v = 0| < 5+ 5 =¢.

Soit A € K. Si A = 0, alors la suite (Auy,) est nulle et converge donc vers 0 = M. Supposons que
A # 0. Puisque (uy,) converge vers ¢, il existe ng € N tel que pour tout n > ns, |u, — €| < ﬁ Des

lors, pour tout n > n3, on a [Au, — M| = |A||uy, — €] < |A| X |€T| = ¢. Donc (Auy,) converge vers A/.
On peut écrire : pour tout n € N, upv, — ' = (uy, — £)vy, + l(v, — £'). Les suites (u, — £), et
(vp, — £'), convergent vers 0 et la suite (vy,), est bornée donc chacune des suites ((u, — £)vp)n et

(L(vy, — )y, converge vers 0 (d’apres la Proposition 2.2) et donc (u,v, — €¢'),, converge vers 0.

. La convergence de (uy) vers ¢ implique l'existence de n. € N tel que |u,, — | < € pour tout n > n..

Des lors, pour tout n > n. on a ||u,| — |¢|| < |u, —£| < €; c’est-a-dire que (|u,,|) converge vers |¢|.

. R . 1
Puisque (|v,|) converge vers |¢|, il existe un entier ny tel que, pour tour n > ny, |v,| > % (s’en
. v— : . .
convaincre). Pour tout n > ng, ona: |+ — 1| = |/7v"| < %M' — vp|. Puisque lim v, = ¢ il
Un /¢ [€/ vy, | [ n=s+oo

712
existe un entier ns tel que, pour tout n > ns, |v, — | < #. Soit N = max(ng4, ns). Pour tout
1 1

nZN,ona:a 7

2 |0 _ 1 1
< gz & Donc ( ;- converge vers z.

Posons w,, = vi, d’apres assertion 5, la suite (w,,) converge vers ¢’ = Z—l,. Maintenant, I'assertion
n

u
3 implique la suite <n> = (upwy) converge vers (0" = %' =

Un,

Nous allons maintenant prendre les limites dans K = (R ou C).

Définition 2.6. On dit qu'une suite de nombres réels tend vers +oo (resp. —oo) si pour tout A € R, il

existe ny € N tel que pour tout n > ny on ait u, > A (resp. u, < A).

Définition 2.7. Dans C nous dirons que la suite (z,) converge vers oo (le point & 'infini) si la suite

(|zn|) des modules des u,, converge vers +oc.

Analyse I, L1-MPI
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2.3 Critere de Cauchy

Définition 2.8. On dit qu’une suite (u,) d’éléments de K est de Cauchy si :
Ve>0,3n. e N/V(n,p) € N? (n>ne, p>n.) = |u, — up| < e. (2.2)
Proposition 2.3. Toute suite de Cauchy de K est bornée.

Démonstration. Si (uy) est une suite de Cauchy d’éléments de K, alors pour ¢ = 1 il existe ny > 0 tel
que pour tout n > ny, |uy —uy, | < 1. Comme ‘|un\ - \un1|’ < |tp, — Up, |, on a ‘|un| — |un1]‘ < 1, pour tout
n > ny; cest-a~dire —1 + |up, | < |un| < |un,| + 1. Ce qui implique que |u,| < 14 |uy,, | = M, c’est-a-dire

que (uy,) est bornée a partir de ni. D’apres la Remarque 2.1 précédente, elle est bornée. O
Théoréme 2.4. Pour qu’une suite (u,) de K soit convergente il faut et il suffit qu’elle soit de Cauchy.

Démonstration. Soit (u,) une suite de K convergente vers ¢ € K. Pour tout € > 0 donné, il existe n. > 0
tel que pour tout n > n., [u, —¢| < §. Donc pour tous n > n. et p > n- on a : lu, —£] < 5 et jup, —£] < 5.
Par suite [u, — up| = |up — € —up + 4] < fupy — €] +|up — €| < 5+ 5 =¢.

Réciproquement soit (uy,,) une suite de Cauchy. L’ensemble B = {u,,n € N} de ses valeurs est borné.

Il y a deux cas possibles.

1. Si B est une partie infinie de K, alors comme B est borné, il admet, d’apres le théoreme de Bolzano-
Weierstrass (valable aussi pour C), un point d’accumulation ¢. Soit un réel € > 0. Puisque (u,) est
de Cauchy, il existe ng € N tel que, pour tous n > ng, m > ng, |un — | < 5. Comme I'ensemble

des entiers n tels que |u, —£| < § est infini, il existe un entier n; > ng tel que |u,, —£] < §. Pour

tout entier n > ny, on a alors : |u, — €| < |up — U, | + |tn, — €| <. On a donc lirf Up = L.
n—-+0o0o
2. Si B est un singleton {a}, lirf un = a. Si maintenant B est une partie finie {a1,...,ap} de K
n——+0oo

avec p>1, soit € = min{|a; — a;|,1 < i < j < p}. Comme (u,) est de Cauchy, il existe ngp € N
tel que, pour tous n > ng et m > ng, |uy — Uy | < % Soient donc n > ng et m > ng. Si u, était
différent de w,,, on aurait |u, — u,| > €, ce qui contredirait le fait que |u, — up,| < 5. Ainsi pour

tout n > ng, u, = Up,. Il suit que (uy,) est stationnaire donc convergente et liril = Up,- ]
n——+0oo

n
Exemple 2.4. Montrons que la suite (u,) définie par u, = Z z est divergente. Pour tout n > 1, on a
k=1

1
S I I N _ oo Clest-a-di
Ugn — Up = ;57 T +2n.Commen+12n+22 > 5., 00 & Ugp unzzn—i— —|—2n,cestad1re

n fois
que U2y — Uy > % Ainsi, si par exemple € = %, pour tout ng € N*, il existe n > ng tels que ug, — u, > €.

Donc la suite (uy) n’est pas de Cauchy : elle n’est pas convergente d’apres le Théoréme 2.4.

2.4 Valeurs d’adhérence - Sous-suites - limites supérieure et inférieure

2.4.1 Valeurs d’adhérence - Suites extraites

Définition 2.9. On dit que la suite (u,,) d’éléments de K admet le nombre x € K pour valeur d’adhérence

si pour tout £ > 0, il existe une infinité de valeurs de n vérifiant |u, — z| < e.

Notes de cours dispensé & 'UCAD, Dakar, Sénégal
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Exemple 2.5.
1. La suite (u,) donnée par u,, = (—1)" admet —1 et +1 pour valeurs d’adhérence.

2. La suite (uy) donnée par u, = i" + n%q admet —1, 1, ¢ et —¢ pour valeurs d’adhérence.
Remarque 2.2. Si une suite (uy,) converge vers ¢ € K, alors ¢ est 'unique valeur d’adhérence de (uy,).

Définition 2.10. Soit (uy,) une suite d’élément de K. On appelle suite extraite (ou sous-suite) de (uy)

toute suite (vx) de la forme vy, = ug ) ot ¢ : N — N est une application strictement croissante.

Si nous posons ¢(k) = ng, alors nous noterons (uy, ) la suite (uyx)). L’application ¢ est en fait une

suite strictement croissante de nombres entiers naturels. Par conséquent, lim (k) = lim ng = +oo.
k—-+o0 k—4o00

Exemple 2.6. Soit u, = (—1)". Les suites (v,) et (w,) définies par : v, = ug, = 1 et wy, = ugp41 = —1

sont deux suites extraites de la suite (uy,).

Proposition 2.4. Toute sous-suite d’une suite convergente dans K est convergente vers la méme limite.

Démonstration. Soit (uy) une suite de K convergente vers une limite ¢ € K et soit (u,, ) une suite extraite
de (up).

— On suppose ¢ finie. Pour tout ¢ > 0, il existe n. € N tel que pour tout n > ng, |u, — ¢ < €.
Puisque kgrfoo ng = 400, il existe k. € N tel que pour tout k£ > k. on ait np > n. et par suite
|un, — €| < e. D’ou la suite (uy, ) converge vers £.

— Supposons a présent que £ est infinie; pour fixer les idées supposons que K = R et £ = +oc.
Alors pour tout A € R, il existe ny € N tel que, quel que soit n > ny, on a u, > A. Comme

lim ny = 400, il existe ky € N tel que pour tout £ > k) on ait ni > ny et par suite u,, > A

k——+o0
Donc, klim Uy, = +00. Les autres cas se démontrent de la méme fagon. O
—+o00

Proposition 2.5. Pour qu’un élément x € K soit une valeur d’adhérence d’une suite (uy) il faut et il

suffit qu’il existe une sous-suite (uy,) de (u,) qui converge vers x dans K.
Exercice 2.2. Prouver la proposition.

Théoréeme 2.5. Une suite (uy) d’éléments de K est convergente si et seulement si toutes ses sous-suites

sont convergentes et ont la méme limite.

Démonstration. Puisqu’une suite (u,) est une suite extraite d’elle-méme, il est évident que si toutes ses
sous-suites convergent vers la méme limite ¢, alors (u,) converge vers £. Réciproquement supposons que
la suite (u,) soit convergente vers une limite ¢, alors la Proposition 2.4 affirme que toute sous-suite de

(up) converge vers £. O

Théoréme 2.6 (de Bolzano-Weierstrass). De toute suite bornée d’éléments de K on peut extraire une

suite convergente.

Démonstration. Commencons d’abord par établir le résultat pour les suites réelles.

1. Soit (uy,) une suite réelle bornée.

Analyse I, L1-MPI
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Plus grande et plus petite limites d’une suite 16

(a) Si ensemble A = {u,,n € N} des valeurs de la suite est infini, alors il possede un point
d’accumulation d’apres le théoréeme de Bolzano-Weierstrass vu au Chapitre 1 (Théoreme 3.5).
Soit ¢ un point d’accumulation de A. Il existe un entier n; tel que |u,, — ¢ < 1. Comme
Pensemble des entiers n tels que |u, — ¢ < % est infini, il existe un entier ny > n; tel que
[un, — €| < 3. On peut ainsi construire une suite strictement croissante (ny) d’entiers naturels

tels que |up,, — €| < 1. On a alors kgrf Up, = L.
o0

(b) Si A ={ai,...,an} est un ensemble fini, il existe un élément ¢ de A et une infinité d’entiers
n tels que u, = ¢. On peut donc construire une suite strictement croissante (ny)ren d’entiers

telle que u,, = ¢, d'ou lim wu,, =¢.
k——+o0

2. Supposons a présent que (z;,) est une suite bornée de nombres complexes. Comme |Re(zp)| < |2p],
la suite réelle (Re(2;,)) est bornée ; on peut donc en extraire une suite (Re(z,(y,))) convergente. Mais

alors, la suite (Im(z,(,))) est bornée et on peut en extraire une suite (Im(2go4(n))) qui converge.

%)
Dés lors, (Re(zgop(n))) est une sous-suite de (Re(z,(,))) et est donc convergente. Ainsi, les deux

suites (Re(2goy(n))) €t (IM(2goy(n))) sont convergentes ; d’otr le résultat. O

Nous allons étendre & R la notion de valeur d’adhérence en disant qu'une suite (u,) de nombres réels

admet +o0o (resp. —oo) pour valeur d’adhérence si elle est non majorée (resp. non minorée).

Exemple 2.7. 400 et —oo sont des valeurs d’adhérence de la suite u,, = (—1)"n.

2.4.2 Plus grande et plus petite limites d’une suite

Soit (uy,) une suite de réels. Par E nous désignerons 'ensemble des éléments z € R tels qu'il existe

une sous-suite (uy, ) de (u,) qui tend vers x.

Définition 2.11. Le nombre u™ = sup F (resp. u_ = inf E), 'l existe, est appelé la limite supérieure
(resp. limite inférieure) ou bien la plus grande (resp. la plus petite) limite de la suite (u,). On le désigne

assez souvent par limu,, (resp. limw,) ou encore limsup u,, (resp. liminf u,).

Proposition 2.6. Pour toute suite réelle (uy), les limites u™ = limu, etu_ =limu,, existent dans R.

Démonstration. Nous allons montrer seulement 'existence de u™. Pour une suite réelle (u,), deux cas
sont possibles : ou bien elle est majorée, ou bien non. Si la suite n’est pas majorée, alors +oo est une valeur
d’adhérence et elle est la plus grande (u™ = +00). Si (uy,) est majorée alors deux cas sont possibles :
a1) l'ensemble A de ses valeurs d’adhérence finies est non vide;
ag) Pensemble A de ses valeurs d’adhérence finies est vide.
Dans le cas aj), puisque la suite (uy) est majorée, I'ensemble A est majoré et donc admet une borne
supérieure finie b = sup A. Nous allons montrer que b est une valeur d’adhérence (finie), c’est-a-dire que
be A.Sib¢ A, il existerait € > 0 tel que |b— ¢, b+ [ contienne un nombre fini d’éléments de (uy,,) et par
suite, aucun élément de (u,) (pourquoi?). Ce qui contredit la condition que b = sup A et donc b € A et

b=wu". Dans le cas de as), limu,, = —oo et il n’existe qu'une seule valeur d’adhérence —oco = limu,,. [

Proposition 2.7 (Caractérisation de u™ et de u_). Soit (u,) une suite de réels. Alors,
a) ut € E,
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b) sis>ut, il eviste ng € N tel que pour tout n > ng, on a u, < s; de plus u* est le seul élément
de R possédant les propriétés a) et b) ;

a’) u_ € E;

b’) si s < wu_, il existe ng € N tel que pour tout n > ns, on a u, > s; de plus u_ est le seul élément

de R possédant les propriétés a’) et b’).

Proposition 2.8. Soit (u,) une suite réelle.
a) La suite (u,) converge dans R si et seulement si u™ = u_.

b) Sila suite (up) contient une sous-suite (un, ) convergente, on a : u_ < kll}rf Up,, <ut.
o0
Démonstration. Prouvons a).
=) Supposons dans un premier temps que (u,) converge vers x € R alors x est une valeur d’adhérence
de (up) et par suite u_ < x < ut. D’apres la caractérisation de u™ et de u_ et les inégalités v — ¢ <
Uy, < o + € vraies pour tout e>0 et pour tout n > n. ona: ut <z +eet u. >z — e; c’est-a-dire que

x—¢e <u_ <ut <z+e. En vertu du caractere arbitraire de € on obtient x < u_ < u™ < x; c’est-a-dire

r=u_=u".
Si maintenant (u,,) tend vers oo alors (u,) est non bornée supérieurement et donc ut =z = u_ = 4o0.
De méme, si (uy,) tend vers —oo, alors (u,,) est non bornée inférieurement et par suite u™ = z = u_ = —c0.

<) Supposons u = u_.
— Siut =wu_ = +oo (resp. —o0) alors u, — +0o (resp. —00).
— Siut = u_ € R, alors d’apres la caractérisation de u™ et de u_ : Ve > 0, Ing € N / Vn > ny,
U_—e<u, <uT4e. Oru_—e=ut—ecdoncu™ —e < u, <u+e¢, cest-a-dire u,, = u™ = u_.

L’assertion b) provient de la définition de u™ et de u_. O

Exercice 2.3. Calculer sup{uy,k > n}, inf{ug,k > n}, limu,, limu, pour chacune des suites (u,)
suivantes : u, = (—1)", u, = (—=1)" (1 + %), Uy = (2 + #) sin (%), uy = n=H",

2.5 Suites équivalentes

Définition 2.12. On dit que deux suites (u,) et (v,) de K sont équivalentes s'il existe une suite () de

K tendant vers 1 telle que pour n assez grand, on ait v, = A, Us,.

On peut poser A\, = 1+¢,, ol la suite (g,) tend vers zéro. Si deux suites (uy,) et (vy,) sont équivalentes,

on notera v, =~ Uy OU Uy ~ Up.

Exemple 2.8. La suite (v,) définie par v,, = ”n—"; est équivalente a la suite (u,,) donnée par u, = 1. En

effet, v, = A\ un, avec A\, =1+ % et on a bien lim A\, = 1.
n—-+0o00

Proposition 2.9.

1. Si une suite (up) est convergente, toute suite (vy) €quivalente & (uy) est convergente et a méme
limite que (uy).

Analyse I, L1-MPI DMI/FST/UCAD
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2. Réciproquement, si (uy,) et (vy,) sont deux suites de K convergeant vers la méme limite finie, et si

cette limite est non nulle, alors les suites (uy) et (v,) sont équivalentes.

Définition 2.13. Si (u,) et (v,) sont deux suites réelles équivalentes qui tendent vers 0, on dit qu’elles

sont deux infiniment petits équivalents.

Exemple 2.9. u, = % et v, = 7%1 sont deux infiniment petits équivalents.

Définition 2.14. Si (uy) et (v,) sont deux suites équivalentes qui tendent vers oo, on dit qu’elles sont

des infiniment grands équivalents.

Exemple 2.10. u, = —n et v, = —n”—jl sont deux infiniment grands équivalents.

Proposition 2.10. Soient (uy), (vn), (an) et (by) 4 suites de K telles que uy, ~ ay, et v, ~ by,. Alors,

1. (unvy) est convergente si et seulement si (apby) est convergente et, le cas échéant, on a ’égalité

lim wu,v, = lim apby,;
n—-+4o0o n—-4o00

Un

2. en cas d’existence, (v ) est convergente si et seulement si (%) est convergente et, le cas échéant,
n n

an

ona: lim % = lim .
n

n—-+oo Un n—-+00
Définition 2.15. On dit qu’une suite (u,) est périodique s’il existe un entier p > 1 tel que up4p = uy,

pour tout n € N. On dit le cas échéant que (uy,) est p-périodique et que p est une période de la suite.

Exemple 2.11.
1. La suite (u,) définie par u, = (—1)" est 2-périodique.
2. On rappelle qu’une des racines cubiques complexes de 1 est j = —IL;/g. La suite (vy,) définie par
vp = (—7)" est 6-périodique.

Exercice 2.4. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite périodique soit conver-

gente.
Nous allons a présent introduire la notation suivante dite de Landau.

Définition 2.16. Soient (u,) et (v,) deux suites réelles. On dit que

1. (v,) est asymptotiquement négligeable devant (u,) ou que (v,,) est un ”petit 0o” de (u,) s’il existe

une suite (&,) telle que v, = e,uy,, pour tout n € N et lirf en, = 0; on écrit alors v, = o(uy,);
n——+0oo

2. (vn) est asymptotiquement dominée (ou bornée) par (u,) ou que (v,) est un "grand O” de (u,)

8l existe une constante A telle que |v,| < Aluy|, pour n assez grand ; on note alors v, = O(uy,).
Dans le cas de deux suites complexes, on étend la définition précédente comme suit.

Définition 2.17. Soient (u,) et (v,) deux suites complexes. On dit que
1. (vy) est asymptotiquement négligeable devant (u,) (ou un ”petit 0” de (uy)) si |vn| = o(Jun|)-
2. On dit que (v,) est asymptotiquement dominée (ou bornée) par (u,) ou (vy,) est un "grand O”
de (up) si |vn| = O(|ug]).
Exemple 2.12.

L Inn = o(n?); n® = ofe"); H" = o).
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2. n2+Inn=0(n?);sint =0(1).

2.6 Suites monotones, suites adjacentes et théoreme de Cantor

Dans ce paragraphe nous ne considérons que des suites réelles, c’est-a-dire que K = R.

2.6.1 Suites positives

Proposition 2.11. La limite d’une suite convergente de nombres réels positifs est positive ou nulle.

Démonstration. Soit (u,) une suite réelle convergente telle que wu,, > 0, pour tout n € N et soit £ sa
limite. Si on avait ¢ < 0, il existerait un entier p € N tel que pour tout n > p on ait |u, —¢| < —¢. Ce qui

impliquerait que 2¢ < u,, < 0. Ce qui est une contradiction avec I’hypothese u,, > 0, pour tout n € N. [

Proposition 2.12. Soient (uy,) et (v,) deuz suites réelles convergentes et vérifiant u, < v, ne serait-ce

qu’a partir d’un certain rang, alors lim wu, < lim v,.

n—+00 n—-4o00

Démonstration. Soient (u,) et (v,) deux suites réelles convergentes respectivement vers £ et ¢ ; et vérifiant
U, < v,, pour tout entier n supérieur ou égal a un certain rang ng. Pour tout n > ng, posons w, =
U — Uy, > 0. D’apres le Théoreme 2.3, la suite (wy,) est convergente et lim w, = ¢ — £. D’autre part,

n—-+o0o
la Proposition 2.11 implique lim w, > 0; c’est-a-dire que £ < ¢'. O

n—-4o00

Remarque 2.3. D’une maniere générale, lorsqu’on passe aux limites, les inégalités strictes deviennent des

inégalités larges : (u, < vy) = ( liIJlrl Up < lir}rl vy ). Par exemple, pour n > 1, on a # < L mais
n—-+0o0 n—-+0oo

lim & =0= lim 1.
n—+oo " n—+oo "

Proposition 2.13. Soit (u,) et (v,) deuzx suites de nombres réels tendant vers une méme limite . Si

une suite (z,) vérifie pour n assez grand les inégalités u, < zp, < vy, alors lim z, = {.
n—-+0o0o

Démonstration. Sans nuire a la généralité on peut supposer les inégalités u, < z, < v, pour tout n € N.

1. Si ¢ € R alors pour tout € > 0, il existe n; € N tel que quel que soit n > nq, |u, — | < ¢ et il
existe ny € N tel que quel que soit n > ng, |v, — ¢| < e. Par conséquent pour ng = max(ni,ny) on

a:pourtout n >ng, £ —e <up <2 v, <Ll+e.

2. Si ¢ = 400, on peut se fixer les idées en prenant ¢ = 400. Dans ce cas, pour tout A € R, il existe

ny € N tel que pour tout n > ny, u, > A. Par suite, pour tout n > ny on a A < u, < 2. [

2.6.2 Suites monotones

Définition 2.18. Soit (u,) une suite réelle.

1. (uy) est dite croissante si pour tout n € N, on a up4+1 > up.

2. (uy) est dite strictement croissante si pour tout n € N, w11 > uy,.
3. (uy) est dite décroissante si pour tout n € N, on a u,11 < uy.
1 (un)

uy) est dite strictement décroissante si pour tout n € N, up41 < up.

Analyse I, L1-MPI
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uy,) est dite monotone si elle croissante ou (exclusif) décroissante.

u,) est dite strictement monotone si elle strictement croissante ou strictement décroissante.

5
6
7. (u,) est dite majorée s’il existe un réel M tel que u,, < M, pour tout n € N.
8

Uy ) est dite minorée s’il existe un réel m tel que u,, > m, pour tout n € N.

- (un)
- (un)
- (un)
- (un)

Théoreme 2.7. Dans R,
a) toute suite croissante et majorée admet une limite finie et égale a sa borne supérieure ;
b) toute suite croissante non majorée tend vers +00 ;
¢) toute suite décroissante et minorée admet une limite finie égale & sa borne inférieure ;

d) toute suite suite décroissante et non minorée tend vers —oo.

Démonstration.

a) Soit (uy) une suite croissante, ¢’est-a-~dire u,, < u,41, pour tout n € N. Si elle est majorée, il existe
M € R tel que u,, < M pour tout n € N. Ce qui revient a dire que X = {u,,n € N} est majorée
par M. S’il en est ainsi X admet une borne supérieure finie dans R, soit £ = sup X. Par suite pour
tout € > 0, il existe p € N (c’est-a-dire u, € X) tel que £ —e < up, < £. Or pour tout n > p on a :
{—¢e<up <u, <letdoncO <Ll —u, <e, cest-a-dire HEIEOO Up = L.

b) Si (uy) est non majorée, alors pour tout A € R, il existe p € N tel que u, > A (sinon A serait un
majorant de la suite) et pour tout n > pona: u, >u, > A; dott lim wu, = +oc.

n—+00
c) et d) La transformation t — —t¢ donne c) et d). O

2.6.3 Suites adjacentes, théoreme de Cantor

Définition 2.19. Deux suites (u,) et (vy,) sont dites adjacentes si :
(i) (uy) est croissante et (vy,) est décroissante ;

(ii) nETw(vn —up) = 0.

Théoréme 2.8. Deux suites réelles (uy,) et (vy,) adjacentes sont convergentes et ont la méme limite. De

plus on a : up < Upt1 < Upt1 < vy, pour tout n € N.

Démonstration. Observons d’abord que la condition (ii) entraine que si (uy) est convergente, (vy,) l'est
aussi et les deux suites ont alors la méme limite. Posant w,, = v, — up, on a : wp41 — wy = (Vg1 — vp) —
(Un41 — Up). Les inégalités vy, 11 — v, < 0 et upq1 —uy > 0 impliquent wy,+1 —w, < 0. Donc la suite (wy,)
est décroissante. Comme (wy,) tend vers 0, d’apres le Théoréeme 2.7, on a 0 = ngr}rloo wy, = inf, w,, d’ou

wy, > 0. 11 en résulte que u, < v, pour tout n € N; d’olt up < Upt1 < Upy1 < vy < vg pour tout n € N.

Ainsi la suite (u,) est croissante et majorée; elle est donc convergente. O

On a I’énoncé équivalent suivant aussi connu sous le nom de théoreme des segments emboités.

Théoréme 2.9 (de Cantor). Soit (I,) une suite décroissante d’intervalles fermés et bornés I, = [uy, vp]
de R (c’est-a-dire Iny1 C I, Vn € N) et dont la longueur v, — u, tend vers 0. Alors ces intervalles ont

un unique point commun £ qui est la limite commune des suites (uy,) et (vy).
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n
Exercice 2.5. On considere la suite (u,) définie par u, = > (—1)F!
k=1

=

1. Montrer que les sous-suites (ua,) et (u2,4+1) sont adjacentes. En déduire que la suite (u,) admet
une limite que I'on notera s. (On ne demande pas de calculer la limite).

1

2. Montrer que [s — up| < 15

2.7 Limites infinies - Formes indéterminées

Théoréme 2.10. Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles :

1. si lim wu, =400 et lim v, =400, alors lim (u, + v,) = 40 ;

n—-4o00 n—-400 n—400
2. si (vy) est bornée et lim wu, = 400, alors lim (u, + v,) = 400 ;
n—-+00 n—-+4o0o
3. si NeRY et lim w, =+o0, alors lim Au, = +o0;
n—-+o0o n—-+o0o
4. si A€ R* et lim wu, =400, alors lim Au, = —o0;
n—-+00 n——+oo
5. st A€ RY et lim wu, = —o0, alors lim Au, = —00;
n—-+00 n——+o00
6. si A\€R* et lim wu,=—00, alors lim Au, = +00;
n—-+00 n—-+o0o
7. st lim v, =+o00 et lim wu, =4o0, alors lim wu,v, = +00;
n—-+o0o n—-+4+oo n—-+oo
8. si lim v, =—0cc et lim wu, =400, alors lim wu,v, =—00;
n—-4o00 n—-+40o n—-+400
9. si lim v, =—0c et lim wu, = —o00, alors lim wu,v, =+o0;
n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o
10. si (vy) bornée et lim wu, = 400, alors lim 2= =0.
n——+oo

n—-+oo “m

Examinons maintenant, les exemples suivants.

Exemple 2.13.

1. Soient u,, =n et v, = % Ona: lim u,=+oc, lim v,=0et lim wu,v, = 1.

n—-4o00 n—400 n—+400
2. Soient u, =net v, =+.Ona: lim u, =400, lim v,=0et lLm wu,v, = +oco.
n n—+o0 n——+00 n—+o0

3. Soient u, = EL? ot vp=n.0na: lim w,=0, lim v, =400 mais (u,v,) n’a pas de limite.
n n—-+00 n—-+00

Remarque 2.4. La lecon qui ressort des exemples précédents est qu’on ne peut rien dire de la limite

de la suite (upvy,) si lim w, = +oc et lim v, = 0. On ne peut, non plus rien dire la limite de la
n—-+o0o n—-+4o0o

suite (up + v,) i lim w, = 400 et lim v, = —oo. On dit alors qu'on est en présence de formes
n—-+4o0o n—-+4o0o

indéterminées.

2.8 Suites récurrentes

2.8.1 Suites arithmétiques, suites géométriques

Définition 2.20. Soit » € K. On appelle suite arithmétique de raison r toute suite (u,) vérifiant :

Un41 = Up + 7, YN € N, (2.3)

Analyse I, L1-MPI @DMI/FST/UCAD
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Définition 2.21. Soit ¢ € K. On appelle suite géométrique de raison ¢ toute suite (v,) vérifiant :
Untl = qUp, VN € N. (2.4)

Exercice 2.6. Dans K, soient (u,) une suite arithmétique de raison r et (v,,) une suite géométrique de

n n
raison ¢. On pose S, = Z ug et S), = ka. Montrer que

k=0 k=0

1. u, = ug + nr, pour tout n € N;
n(n+1)

2. Sp=(n+1ug+ ——5 T pour tout n € N;
3. v, = voq"™, pour tout n € N;

1— qn+1
4. siq#1, 8, = Vo~ pour tout n € N.

—q

2.8.2 Suites récurrentes affines du premier ordre a coefficients constants

Définition 2.22. On appelle suite récurrente affine du premier ordre a coefficients constants toute suite

(up) de K qui vérifient la propriété suivante :
3 (a,b) € R?/upy1 = au, + b, ¥n € N. (2.5)

Pour une telle suite (u,), calculons w,, en fonction de n.
1. Sia =1, (uy,) est une suite arithmétique de raison b, donc wu,, = ug + nb.

2. Sia#1,soient A € K et (vy,) la suite définie par v,, = u, + A. On a: Vn € N,

Uptl = Upt1 FA=auy, +b+A=a(v, — \) +b+ A =av, + [b+ (1 —a)].

b
a—1’

n € N, v, = vga™; d’ony,

En choisissant \ = on voit que (vy,) est une suite géométrique de raison a. Alors, pour tout

b b
L=a" — . 2.
Up = a <u0+a—1> 1 (2.6)

2.8.3 Suites récurrentes linéaires du second ordre a coeflicients constants

Définition 2.23. On appelle suite récurrente linéaire du second ordre a coefficients constants toute suite

(up,) de K qui vérifie la propriété suivante :
3 (a,b) € K? / Upio = apy1 + buy, ¥n € N. (2.7)

Soient a et b deux éléments de K. Notons E,p = {(un) C K/Vn € N, uyy2 = atni1 + buy}.
Remarque 2.5. L’ensemble E,; est un K-espace vectoriel de dimension 2.

Soit (up) un élément de E, ;. Calculons u, en fonction de n. Regardons si E, contient des suites
géométriques. Soit r € K; la suite géométrique (™) est dans E, si et seulement si pour tout n € N,
2 = ™t 4 pr? . cest-a-dire : 2 —ar —b=0. On a la

Définition 2.24. L’équation r2

—ar — b =0, d’inconnue r € K, est appelée I’équation caractéristique
des suites récurrentes linéaires du second ordre a coefficients constants vérifiant : pour tout n € N,

Up42 = QUpy1 + buy,.
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Notons A = a? + 4b le discriminant de cette équation.

— Si I’équation caractéristique admet deux solutions distinctes 71 et 7o dans K, les suites () et (%)
appartiennent & E,; de plus pour tout élément (u,) de Egp, il existe alors A, A2 dans K tels
que : Vn € N,

Up = AT+ Aoty (2.8)

En pratique, on calculera A1, Ao a partir de ug et ug.
a
— Si I’équation caractéristique admet dans K une solution double ry = > pour tout élément (u,) de

E,p, il existe alors A et Ao dans K tels que : Vn € N,
Up, = A17( + Aanrg. (2.9)

On calcule A1 et Ao & partir de ug et uq.
— Dans le cas d’une suite réelle, si ’équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées

r et 7, il existe alors A dans K tel que : Vn € N,

Up = Ar™ + A (2.10)
On peut aussi transformer cette expression en notant A = 45, p = |r| et § = arg(r); on a alors :
Un = p" (A cos(nd) + Bsin(n@)), ¥n € N, (2.11)

Exemple 2.14 (Suites de Fibonocci). Etudions la suite (¢,) dite de Fibonacci et définie par :

(bo = 07 (bl = 17
On+2 = Pyl + On, VR €N

2

— 7 —1 = 0 admet deux solutions réelles ; il existe donc

On =M1 (1+\/5> + A2 (1_\/5) .

L’équation caractéristique r
A, A2 € R tels que : Vn € N,

1+v5 1-v5
5 et —

2 2
Comme ¢g =0et o1 =1,ona: Aj+dy =0et \; (1+2\/§) + Ao (1_2‘6> = 1. Ce quidonne A\ = —\g = %
D’on, pour tout n € N,
n n
o — L |[1F VH 1-5
"5 2 2 '

Exemple 2.15. Calculons u, sachant que wg = 1, u; = i et upys = 4upy1 — 4du,. L’équation ca-
ractéristique 12 — 47 + 4 = 0 admet une solution double rg = 2, il existe donc A, s € C tels que

Uy = A12" + )\2712”_1,
pour tout n € N. Comme ug =1et uy =7, ona Ay =1et Ao =7 — 2, d’ou pour tout n € N,

Uy = 2" + 27710 — 2)n.
Analyse I, L1-MPI @DMI/FST/UCAD
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Exemple 2.16. Calculer u,, sachant : ug = 1, u; = 1, upyr2 = —2up41 — 4u,. L’équation caractéristique
72 +2r +4 = 0 admet deux solutions complexes conjuguées 2j et 2j. Comme |2j| = 2 et arg(2j) = %”[ZW],
il existe (A4, B) € R? tel que pour tout n € N,

Uy = 2" (Acos (27;%) + Bsin (27;1)) .

Commeuozoetu1:1,OnaAzoetB:%,d’oﬁ:VneN,

2m 2nm
Up = ﬁ S11 T .

2.8.4 Suites récurrentes générales

Soit & étudier la suite (u,,) donnée par ug € I et upy1 = f(uy), ot I est un intervallede Ret f: I — R

est une fonction telle que f(I) C I.

2.8.4.1 Convergence de la suite

1. Si f(z) — x garde un signe constant sur I alors (u,) est monotone et w41 — up = f(up) — up
permet de déterminer le sens de variation de (uy,).
— Si (uy,) est croissante et majorée, alors elle est convergente.
— Si (uy,) est croissante et non majorée, alors elle est divergente et ngrfm Uy = 400.

(un)
— Si (uy,) est décroissante et minorée, alors elle est convergente.
(un)

— Si (uy) est décroissante et non minorée, alors elle est divergente et lim wu, = —ooc.
n—-+00

2. Si f est croissante, alors la suite (u,) est monotone. On calcul explicitement ;.

(a) up < wuy :on montre par récurrence que la suite (u,) est croissante.
— Si (uy,) est croissante et majorée, alors elle est convergente.

— Si (uy,) est croissante et non majorée, alors elle est divergente et lirf Uy = +00.
n—-—+0o0

(b) wp > ug : on montre par récurrence que la suite (u,) est décroissante.
— Si (uy,) est décroissante et minorée, alors elle est convergente.

— Si (uy) est décroissante et non minorée, alors elle est divergente et lim w, = —oc.
n—-+00

3. Si f est décroissante, on introduit deux suites auxilliaires (a,) et (b,) données par a, = ugy, et

bn, = ugpt1. On montre que

any1 = fo flan) et b1 = fo f(bn). (2.12)

Par ailleurs, f o f est croissante, on peut donc étudier le sens de variation de (a,) et (by,) et leur
convergence comme dans 2..

— Si (ay) et (by,) convergent vers la méme limite ¢, alors la suite (uy,) converge aussi vers /.

— Si (ap) et (by) convergent vers des limites différentes, alors la suite (u,) est divergente.

— Si (ay,) ou (by) est divergente, alors la suite (u,) est divergente.
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2.8.4.2 Détermination de la limite en cas de convergence

On suppose dans cette sous-section qu’il est déja établi que la suite (u,) est convergente et on se
propose de déterminer sa limite. Notons ¢ la limite de (u,,). Si la fonction f est continue, en passant a la

limite de 'égalité u,4+1 = f(uy), on obtient £ = f(¢); c’est-a-dire que £ est un point fixe de f.
1. On détermine les points fixes de f en résolvant I’équation f(x) = x;

2. On trouve un argument (signe, majoration, etc) pour désigner la limite ¢ de (u,,) parmi les points
fixes de f.

Exercice 2.7 (Examen 2016-2017). On considere la suite (v, )nen définie par vg = 1 et v, 41 = 1+ ﬁ,
pour tout n € N.

1. Montrer que v, € [1,5], pour tout n € N.

2. Montrer que la suite (va,)nen est croissante et que la suite (van+1)nen est décroissante.

3. Déduire que les suites (v )nen €t (Van+1)nen Sont convergentes.

4. Déterminer les limites de chacune des suites (v2,)nen €t (V2n+1)nenN-

5. En déduire que la suite (v,)nen+ est convergente et préciser sa limite.

Exercice 2.8 (Examen 2017-2018). On considére la suite (v,)nen définie par v = § et v = —v2 +1,

pour tout n € N.
1. Sans utiliser la dérivation, montrer que la fonction f : 2 ++ —22 + 1 est décroissante sur [0, 1].
2. Montrer que v, € [0, 1], pour tout n € N.
3. Montrer que les suites (v, )nen €t (V2n+1)nen sont monotones.
4. Déduire que les suites (von)nen €t (Van+1)nen sont convergentes.
5. Déterminer la limite de chacune des suites (V2 )nen €t (V2n41)nen-

6. La suite (v,)nen+ est-elle convergente 7

Théoréme 2.11 (de Otto Stolz). Soit (v,)n une suite de réelle strictement croissante (ne serait-ce qu’a

partir d’un certain rang) tendant vers 400 et soit (un)n une suite de réelle donnée. Alors l’existence de
Un —Un—1
Un—Un—1

Un

la limite de ) dans R entraine celle de et, le cas échéant, on a :

lim Tl o U e R (2.13)

n—+00 VUp — Up—1 n—+00 Uy

Démonstration. Sans nuire a la généralité nous allons supposer la stricte croissance de (vy, ), & partir des

premiers termes.

1. Supposons l'existence de lim r=tn—l — /¢ c R,
n——+oo YnTUn—1

©DMI/FST/UCAD
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Un—Un—1

(a) Si ¢ € R, nous avons : Ve > 0, In. € N / Vn > n.,

€ cestoa-di
P—r— £} < §, c’est-a-dire que
Unp —Un—1
Un—Un—1

(-5 < <l+35

Upn—1—Un—2
Un—1—Un—2

<l+5

[ __ € < Ung+1—Ung
2 Ung+1—Ung

13
< {4+ 5
Ce que l'on peut encore écrire :

(vn —vp-1)(l = 5) <up —up—1 < (L + 5)(vn — Vn-1)

(Un—l - Un—2)(£ - %) < Up—1 — Up—2 < (E + %)(Un—l - Un—2)

(Uns"!‘l - /Uns)(g - %) < Une+1 — Un, < (E - %)(Un£+1 - IUS)

En faisant la somme membre & membre on obtient

(= 5)(on = n.) < tin = o, < (L4 5)(on = w0, );

Un —Ung

-/ ) < 5. Nous avons I’égalité facilement vérifiable :

1= e ][Rt ],

Un Un — Un,

c’est-a-dire que : Vn > n.,

Un —Ung

Un _,_ Un. — lun,

Un Un

(2.14)

L’égalité (2.14) implique que

Up, — LUy, Up, — Up,

+ | 5—4.

€

u
Un Un Un — Un,

. . . Un, —lv
Puisque u,_ — fv,_ est fini et lim —te—"=
n—s+o0o Un

n

lim v, = 400, alors = 0. Ce qui implique
—+o00

qu’il existe n; € N tel que pour n > ng, [une —fone| 5. D’autre part, pour tout n > n,
% - 6‘ < 5. Sing = sup(ne, m), alors : Vn > ng, |7 — E‘ < e. Par suite, nll)rfoo =L

. Up — Un—1
hm —_—

Supposons maintenant £ =
n—+00 VUp — Up—1

= 400, par exemple : Ing € N / Vn > ny,

Uy — Up—1 > Up —Up_1 >0 (2.15)
Up—1 — Up—2 > Unp—1 — Un—2
Ung+1 — Ung > Ung+1 — Ung- (2.16)

En faisant, la somme membre a membre, on obtient wu,, — up, > v, — v, ; c’est-a-dire que

Up, > (Upy — Ung) + Uy ; dO1 liI_’I_l un = +00. Maintenant, (2.15) implique que la suite (uy,)
n—-+0o0

Un

lim % = 4o00. ]
n—-+oo Un

. . N . . N Un .
est strictement croissante a partir du rang ng et donc on peut appliquer (a) a <> Puisque

lim =YL — ot
n—s+oo Un—"Un—1

(fini) donc lim %2 = 0F. Par suite

n—-+oo °n
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Topologie de la droite numérique R
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3.1 Intervalle, voisinage, ensembles ouvert et fermé

Définition 3.1. On appelle intervalle de R, toute partie I de R qui contient tout élément compris entre

deux quelconques de ses éléments. Précisément, un ensemble non vide I est un intervalle de R si :
(rel,ycletz<z<y —ze€l.

Exercice 3.1.

1. Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. Montrer que [a,b] = {x € R:a < x < b} est un
intervalle de R : c’est 'intervalle fermé borné d’extrémités a et b.

2. Soient a et b deux éléments de R. Montrer que Ja,b[= {z € R : a < z < b} est un intervalle de R :
c’est l'intervalle ouvert d’extrémités a et b.

3. Soient a € R et b € R. Montrer que [a,b[= {z € R : a < z < b} est un intervalle de R : c’est
I'intervalle semi-ouvert a droite d’extrémités a et b.

4. Soient a € R et b € R. Montrer que Ja,b] = {z € R : a < z < b} est un intervalle de R : c’est

I'intervalle semi-ouvert & gauche d’extrémités a et b.

Exercice 3.2. Soient a et b deux nombres rationnels tels que a < b. L’ensemble [ = {x € Q : a < z < b}

est-11 un intervalle de R ?

Définition 3.2. Soit zg € R. Un voisinage de zg est une partie V de R contenant un intervalle ouvert

contenant z. On note V(z() I'ensemble des voisinage de x.
Exemple 3.1. ]0,1[ et [0, 1] sont des voisinages de 5 mais [0, 1] n’est pas un voisinage de 1.

Théoreme 3.1. Soient x € R et V une partie de R. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) V est un voisinage de x ;
ii) il existe un nombre € > 0 tel que |x — e,z +e[C V ;

iii) il existe un entier n > 0 tel que |x — %,x + %[C V.

©DMI/FST/UCAD
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Définition 3.3. Soit X une partie de R.
— On dit que X est ouvert si X est vide ou X est un voisinage de chacun de ses points.

— On dit que X est fermé si le complémentaire CrX, de X dans R, est ouvert.

Exemple 3.2.
— Tout intervalle ouvert de R est un ouvert; les intervalles | — 0o, a[ et Ja,+00[ (a € R) sont des
ouverts.
— Tout intervalle fermé de R est un fermé; 'intervalle [a, +00[ (a € R) est un fermé de R.

— N, Z, Q ne sont pas des ouverts de R.
Remarque 3.1. Ouvert n’est pas le contraire de fermé. Par exemple, X = [0, 1] n’est ni ouvert ni fermé.

Théoréme 3.2.
— Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.
— Une union d’ouverts est un ouvert.
— R et () sont a la fois ouverts et fermés.
— Une union finie de fermés est un fermé.

— Une intersection de fermés est un fermé.

On a le résultat suivant appelé axiome de Cantor et connu également sous le nom de la propriété

des segments emboités.

Théoréme 3.3 (Axiome de Cantor). Soit I, = [an,b,] une suite décroissante d’intervalles fermés et
bornés (c’est-a-dire I,11 C I, pour tout n € N, on dit aussi que les intervalles I, sont emboités). Alors
lintersection ﬂ I, = ﬂ [an,by] ={z € R: 2 € I,,Vn € N} est un intervalle non vide.

neN neN
Démonstration. L’ensemble {a,,n € N} est majoré par bg; il possede donc une borne supérieure s.
L’ensemble {b,,n € N} est minoré par ag; il posseéde donc une borne inférieure i. Pour tout n € N, on

a:ap <5 <1i< by Il enrésulte que [, cy[an, bn] contient I'intervalle [s, 4], et est donc non vide. O

Remarque 3.2. Si on avait seulement considéré des intervalles I, de R tels que I,,41 C I, U'intersection

ﬂ I, pourrait étre vide. Pour s’en convaincre, examinons ’exemple suivant.
neN

1
Exemple 3.3. On pose, pour tout n € N*, I, =]0, —[ et J,, = [n, +oo[. Trouver I’ensemble A des réels z
n

tels que = € I,,, pour tout n > 1. Trouver I'ensemble B des réels x tels que x € J,, pour tout n > 1.

1 1
Exercice 3.3. Pour tout n € N* on pose I,, = {zr € Q: V2— =<z <V2+ —}. Peut-on appliquer a la
n n
famille (I,,)nen+ axiome de Cantor ? Justifier votre réponse. Expliciter I'ensemble ﬂ I,.
neN
Exercice 3.4. Soient (a,)nen et (by)nen deux familles d’éléments de Q tels que a,, < apt1 < bpy1 < by.
On pose A, = {z € Q: a, <z < by,}. Que peut-on dire de 'ensemble de ﬂ [an, by] ? Justifier la réponse.
neN

Exercice 3.5. Soit (Jay, by[)nen une famille d’intervalles ouverts et bornés de R. Expliquer pourquoi on

peut avoir ﬂ lan, bu[= 0.
neN
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3.2 Intérieur, adhérence, ensemble dérivé, point isolé

Définition 3.4. Un point z¢ de R est dit intérieur a un ensemble X C R s’il existe un voisinage V,, de

xg contenu dans X. L’ensemble des points interieurs & X est appelé I'intérieur de X et noté X.

~ —~
Exemple 3.4. [0,1] =]0,1[ et {1,2} = 0.

Définition 3.5. Soit X une partie de R. On dit que xg € R est un point adhérent & X, si tout voisinage
de ¢ de rencontre X ; autrement dit : V'V € V(xp), VN X # (). L’ensemble des points adhérents & X C R

est appelé I'adhérence (ou la fermeture ou la cloture) de X et est noté X.

Exemple 3.5.
— Pour X C R, chaque point de X est évidemment un point adhérent a X.
— Soit a et b deux nombres réels tels que a < b. Les points a et b sont adhérents a |a, b[. En effet,
si Ja, [ est un intervalle ouvert qui contient a, posons ¢ = min(f,b). L’intervalle ]a, c[ est non

vide et est inclus dans Ja, 8[N]a, b[. Ceci prouve que a est adhérent a |a, b[. On montre de la méme

manieére que b est un point adhérent a Ja, b[. Il suit donc que ]a, b[ = [a, b].
— Si X =]0,1[U{2},3 n’est pas adhérent & X.

Théoreme 3.4.
— L’adhérence d’une partie X de R est le plus petit fermé contenant X.
— Une partie X de R est fermé si et seulement si X = X.
— L’interieur d’une partie X de R est le plus grand ouvert contenu dans X .

— Une partie X de R est ouverte si et seulement si X = X.

Proposition 3.1. Soit A une partie non vide de R et soit x un point de R. Le point = est un point

adhérent a A s’il existe une suite (uy) d’éléments de A qui tend vers x.

Définition 3.6. Soit X une partie de R. On dit que xg € R est un point d’accumulation de X si pour
tout voisinage V' de xg, (V \ {zo}) N X # (. L’ensemble des points d’accumulation de X est appelé

I’ensemble dérivé de X et est noté X'.

Exemple 3.6.
a) Le nombre 1 est un point d’accumulation de X =]0,1[ et X' = [0, 1].
b) Le réel 2 n’est pas un point d’accumulation de X =]0, 1{U{2} et X' = [0, 1].
¢) {0,1,2} = 0.

Remarque 3.3. Un point d’accumulation est un point adhérent, la réciproque est fausse.

Exercice 3.6. Soit A une partie non vide de R et ¢ un réel. Montrer que g est un point d’accumulation

de A si et seulement si tout voisinage de xg contient une infinité de points de A.

Remarque 3.4. Seuls les ensembles de nombres réels contenant une infinité d’éléments peuvent avoir des
points d’accumulation. Toutefois, un ensemble infini (non borné) peut ne pas avoir de point d’accumula-

tion dans R. L’ensemble N des nombres entiers naturels en est un exemple.

Proposition 3.2. Soit A une partie non vide de R et soit x un point de R. Le point = est un point

d’accumulation de A s’il existe une suite non stationnaire (uy,) d’éléments de A qui tend vers x.

Analyse I, L1-MPI
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Exercice 3.7. Montrer que si un point z de R, adhérent a une partie X de R n’est pas point d’accumu-

lation de X, il appartient nécessairement a X.

Théoréme 3.5 (Bolzano-Weierstrass). Toute partie infinie et bornée B de R admet au moins un point

d’accumulation.

Démonstration. Puisque B est borné, il existe un intervalle I; = [m, M| de R qui le contient. Considérons

M M
les intervalles I} = [m, m—i2— et I = m—i2—

I contient une infinité de points de B. Si I] contient un nombre infini de points de B, on pose Iy = I7;

M ] Comme B est infini, 'un des intervalles I] ou

L
dans le cas contraire, on pose Is = I{. Remarquons que si £ est la longueur de I, celle de I3 est 3 De
la méme manieére que pour Iy, on peut découper I» en deux intervalles fermés I}, et I} de méme longueur
dont 'un au moins contient une infinité de points de B. On posera I3 = I si I contient une infinité de

points de B, sinon on pose I3 = I. Remarquons que I3 C Iy C I; et que la longueur de I3 est égale &

14
2 -a- - Vi
la moitié de celle de I, c’est-a-dire 52 Par récurrence, on construit ainsi une suite d’intervalles fermés

emboités (I,,) de longueur

— . D’apres le théoreme des segments emboités (axiome de Cantor), il existe

un réel a qui appartient a chacun des intervalles I,,. Soit J un intervalle ouvert contenant a ; il existe un

réel r > 0 tel que Ja — r,a + r| est inclus dans J. Puisque R est archimédien, il existe un entier n tel que

l
¢ < 2" 1y, Si x est un point de l'intervalle I,, alors |z — a| < on 1 < r. Le point = appartient donc a
la—r,a+r[. Ainsion a : I, Cla —r,a + r[C J. Comme I,, contient une infinité de points de B, il en est
de méme de J. On a donc prouvé que tout intervalle ouvert contenant a contient une infinité de points

de B. Par suite a est un point d’accumulation de B. ]

1 1 1
Exercice 3.8. Pour tout n € N*, on pose a, = 1+ B + 30 +o Prouver que I'ensemble A =
{an,n € N*} possede un point d’accumulation.

Exercice 3.9. Soit B = L,x eER,.
1+ |z

1. Expliciter B.
2. Prouver que 1 et —1 sont des points d’accumulation de B.

3. Déterminer I’adhérence B de B.
1
Exercice 3.10. L’ensemble A = {n + —,n € N*} admet-il un point d’accumulation ? (Justifier).
n

Exercice 3.11. Prouver que les assertions suivantes sont équivalentes.
1. Toute partie non vide majorée de R possede une borne supérieure.
2. Si ([an,bn)),cn est une famille d’intervalles fermés bornés emboités, alors (), cylan, bn] 7 0.

3. Toute partie infinie et bornée de R possede un point d’accumulation.

Définition 3.7. Un point € R, adhérent a une partie X de R sans étre point d’accumulation de X est
dit point isolé de X.

1
Exemple 3.7. On considére 'ensemble X = {—1,0,1+ —,n € N*}. Les points —1 et 0 sont des points
n

isolés de X tandis que 1 est un point d’accumulation de X.

Notes de cours dispensé & 'UCAD, Dakar, Sénégal



Notion de densité 31

Proposition 3.3. 57 X7 et Xy sont deux parties de R, nous avons les relations suivantes :

— yl =X; U X{ 5

— (X1UXy) =X{UX), (XinXy)cCcXinXj;

*X1UX2:Y1LOJY2, XlﬂXQCYleQ;

° o e N— o o e e

— X1 UXy C X1 UX,, Xi1NXo=X1NXs.
Définition 3.8. On appelle frontiére d’une partie X de R I’adhérence de X privée de I'intérieur de X.
On le note 8X : 9X = X \ X.

Exemple 3.8. 0[0,1[= {0,1} et 0{0,1,2} = {0, 1, 2}.

Définition 3.9. Dans R, on entend par voisinage de 400 tout ensemble A C R contenant un ensemble
de la forme ]a, +oc] avec a € R. Par voisinage de —oo dans R, on entend tout ensemble A C R contenant

un ensemble de la forme [—oo, a| avec a € R.

3.3 Notion de densité

Définition 3.10. Un nombre réel est dit irrationnel lorsqu’il n’appartient pas a I’ensemble Q des nombres

rationnels. L’ensemble des nombres irrationnels est donc R — Q ou R\Q.

Définition 3.11. Soit A une partie non vide de R. On dit que A est dense dans R si A rencontre tout
intervalle ouvert ]a,b[, avec a < b. Précisément, A est dense dans R lorsque pour tous réels a et b avec

a <b, il eriste x € A tel que a < x < b.
Exemple 3.9. L’ensemble Z n’est pas dense dans R.

Proposition 3.4. Les ensembles Q et R\ Q sont denses dans R.

Démonstration. Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. On veut construire un nombre rationnel

et un nombre irrationnel strictement compris entre a et b.

1
e On pose x = —— > 0. L’ensemble A := {n € N/n > z} est non vide car d’apres la proporiété
—a
d’Archimede, il existe n € N tel que n x 1 > . Comme A est une partie de N, il admet un plus

petit élément que nous notons ¢. De méme le sous-ensemble B := {n € Z/n > aq} de Z est non

vide minoré, il admet donc un plus petit élément p. On a donc : p—1 < aqg < p et p_Z <a< d
q g q
. . P 1 1 P
(puisque ¢ > 0). Do, a< = <a+-<a+—=bet = € Q.
q q T q
a b
e De méme en considérant les réels « = — et § = —, il existe un rationnel r tel que a < r < 3,

V2 V2

c’est-a-dire a < rv/2 < b.

(a) Sir # 0 alors /2 est un irrationnel et on a : a < rv/2 < b.

a a

(b) Si r = 0 on prend l'intervalle ]W,O[ qui est inclus dans l'intervalle | N

50 515 ]%, 0[ contient
un rationnel r; # 0. Dans ce cas on a mV2 e R\Q et a < V2 < b.

Sl

Corollaire 3.1. Dans tout intervalle non vide de R, différent d’un singleton, il y a une infinité de

nombres rationnels (et de nombres irrationnels).

©DMI/FST/UCAD
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Proposition 3.5. Tout intervalle non vide de R différent d’un singleton et R lui méme sont non

dénombrables. Dés lors ils contiennent une infinité non dénombrable de nombres irrationnels.
Proposition 3.6. Une partie A de R est dense dans R si et seulement si son adhérence A est égal a R.

Théoréeme 3.6. Soit A une partie de R. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est dense dans R ;

2. pour tout réel a, il existe une suite (u,) de points de A qui converge vers a.
Pour clore ce chapitre, traduisons la convergence d’une suite avec le langage des voisinages.

Proposition 3.7. Pour qu’une suite (u,) converge vers { dans R (resp. dans R) il faut et il suffit que
pour tout voisinage Vy de £ il existe un entier ny, tel que pour tout n > ny,, u, € V;.

Démonstration. Lorsque £ = oo, la proposition résulte de la définition de ngrfoo u, = oo et de la définition
de voisinage Vo, de co. Supossons donc £ fini. Alors pour tout € > 0, 'intervalle | —&, /+¢][ est un voisinage
de {. La condition est donc suffisante. Inversement, Si V; est un voisinage quelconque de £ il existe un
intervalle |u, v] ouvert contenant £ et contenu dans V; (par exemple € = inf(v—¢, £ —u)] tel que [{—e, +¢]
soit dans V7). Or la convergence de (u,) vers ¢ entraine l'existence d’un entier n. tel que |u, — ¢| < e,

pour tout n > n. et donc u,, € Vj, pour tout n > n., c’est-a-dire que la condition est nécessaire. ]
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Chapitre Quatre

Limites et continuité d’une fonction

réelle a variable réelle
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On rappelle qu’une fonction réelle sur un ensemble X non vide est une application de X dans R. Elle
sera souvent notée f : X — R ou X »i) R. Nous ne considérons ici que les fonctions définies sur des

parties de R, mais les limites sont définies dans R. On rappelle que X désigne I’'adhérence de X dans R.

4.1 Limites de fonctions

4.1.1 Définition par les voisinages

Définition 4.1. Soit f une fonction réelle définie sur une partie non vide A de R et soit a € R adhérant

a A. On dit que f admet une limite lorsque x tend vers a s’il existe un nombre réel ¢ tel que pour tout

voisinage V; de ¢ il existe un voisinage U, du point a tel que f((Ua NA)\ {a}> Cc Vi

Proposition 4.1. Soit f : A — R une fonction définie sur une partie non vide A de R. Si f admet une

limite en un point a € A, cette limite est unique.

La Proposition 4.1 permet lorsque, pour une fonction f : A — R, un réelle £ vérifie la propriété de la

Définition 4.1 de dire que £ est la limite de f en a € A. On écrit alors f(x) — ¢ou lim,_q f(x) = £.

Définition 4.2. Soit f une fonction réelle définie sur une partie non vide A de R et soit a € A. On dit

que f tend vers +oo lorsque x tend vers a si elle vérifie la propriété suivante : pour tout réel b, il existe

un voisinage U, du point a tel que f <(Ua NA)\ {a}> Clb, 4+o0.

Définition 4.3. Soit f une fonction réelle définie sur une partie non vide A de R et soit a € A. On dit

que f tend vers —oo lorsque « tend vers a si pour tout réel b, il existe un voisinage U, du point a tel que

f ((Ua A\ {a}> ] — 00, b,
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4.1.2 Définitions par la distance (langage ¢ — 0)

Soient f: A — R une fonction définie sur une partie non vide de R, a € R adhérent a A et £ € R.

1. Limite finie en un point fini.

T—a

{f(at) —>z}<:> {Ve>0,§|5>0/(m€Aet Iz — al <5) = (yf(x)—a <g)}.
2. Limite infinie en un point fini.

{f(x)ﬁ+oo}(:>{v>\eR,36>0/(xeAet |x—a|<5):» (f(a:)>)\)}.

{f@) —

T—ra

@ VAER,36>O/(ZL‘6Aet |x—a|<5) = (f(:c)<)\>}.
3. Limite finie en ’infini.

{f( ) —— P @{Vs>0,3a€R/<xeAetw>a>:> <|f(x)—£|<s>

{f(:r) — Ve>0,§|a€R/<x€Aetx<a>:>(\f(x)—€]<5>
4. Limite infinie en Pinfini.
{f(x)m—i—oo & VAER,E@GR/(mGAetx>a>é<f(x)>/\)

= V)\GR,EIQGR/(xEAetx<a>:><f(:6)>)\)

N—

T—r—00

}

}

-1 }

e oo}@{WGR,HQGR/(NAMM)#,<f<x><x)}_
-1 }

}

{f(w)—>—oo}@{VAER,H@GR/(xGAetx<a>:>(f(a;)</\

4.1.3 Limite a droite - Limite a gauche

Définition 4.4. Soit f une fonction définie sur une partie non vide A de R et soit a € R adhérant a A.

1. On dit que f admet une limite & gauche en a s’il existe un nombre réel £ tel que :
vs>o,35>0/(a;e,4eto<a—x<5) = <|f(x)—€| <5>.
2. On dit que f admet une limite a droite en a s’il existe un nombre réel £ tel que :

V€>0,E|5>O/<x€AetO<a:—a<5):>(\f(x)—5|<5>.
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Notations.

1. Si f admet ¢ comme limite & droite en a, on note lim f(z) = ¢ ou lim f(z) = {.

+
T—a z>a

2. Si f admet £ comme limite & gauche en a, on note lim f(z) = £ ou lim f(z) = (.

T—ra r<a

Exemple 4.1. Pour la fonction f: R* - R, z — M ona lim =1let lim = —1.
T z—0t z—0~

Théoréme 4.1. Soit I un intervalle ouvert non vide de R et soit a € I. Une fonction f: I\ {a} - R
admet une limite en a si et seulement si elle admet une limite a droite en a et une limite a gauche en a

et ces deux limites sont égales.

Exercice 4.1. Prouver le Théoreme 4.1.
T sin % si <0
NZa si x>0.

Remarque 4.1. On peut regarder la limite de f en +oo [resp.—oo] comme une limite & droite [resp. &

Exercice 4.2. La fonction f suivante admet-elle une limite en 07 f(x) = {

gauche| lorsque cette limite existe.

4.1.4 Utilisation des suites pour étudier la limite d’une fonction

Proposition 4.2. Soit f: A — R une fonction définie sur une partie non vide A de R. Soit a un point
adhérent ¢ A. La fonction f admet une limite { en a si et seulement si pour toute suite (uy) de points

de A tendant vers a, la suite (f(uy)) tend vers £.

Démonstration. Pour simplifier nous supposerons a et £ finis.

Supposons que pour toute suite (u,) de points de A tendant vers a, la suite (f(uy)) tend vers £. Si £
n’était pas la limite de f en a, on aurait 'existence d’un €y > 0 tel que pour tout § > 0 on puisse trouver
un x = z(9) vérifiant 0 < |x —a| < 0 mais | f(z) —¥¢| > €¢. Soit (dy,), une suite quelconque vérifiant 6,, > 0,

pour tout n € N et liIf dn = 0. Posons x,, = z(d,,), pour tout n € N. En vertu de la construction
n——+0o0

0<|zp—a|<dp, YneN (4.1)

et
|f(xn) — €| = eo. (4.2)

De (4.1) on obtient lim =z, = a et (4.2) signifie que ¢ ne peut pas étre égale & lim f(z,). Ce qui
n—-+00 n—-+40o
contredit le fait que £ = lim f(zy).
n—-+00
Supposons a présent que : Ve > 0,30 >0 /Vx € A, (0 < |z —a| < ) = (|f(z) — ¢| < ¢). Soit donc
e > 0 fixé et § = d(e) choisi tel que pour tout z € A vérifiant 0 < |z —a| < § on ait |f(x) — ¢ < €.
Pour toute suite (uy), d’éléments de A tendant vers a il existe un entier n. tel que pour tout n > n.,

|up, — a| < d. Donc, pour tout n > n. on a: |f(u,) — ¢| < g, c’est-a-dire que liril flun) = 2. O
n—-+00

De la Proposition 4.2 nous avons les résultats suivants tirés des propositions obtenues sur les suites.
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Opérations algébriques sur les limites 36

Proposition 4.3. Soit f : A — R une fonction définie sur une partie A de R. Si f admet une limite
(finie) en un point a adhérent a A, alors il existe un voisinage ouvert V de a et un réel M > 0 tels que
pour tout x € (V \{a})NA, |f(z)| < M.

Proposition 4.4. Si une fonction f : A — R définie sur une partie A de R admet une limite £ # 0 en
un point a € A, il existe un voisinage ouvert V de a tel que pour tout x € (V \ {a}) N A, f(z) #0.

4.1.5 Opérations algébriques sur les limites

Proposition 4.5. Soient f et g deux fonctions numériques définies sur une méme partie non vide A de
R de limites respectives { et ¢ finies, en un point a € A, adhérence de A. Alors,

1. Im(f +g)(z) =L+ ;

T—ra

2. lim (A f)(x) = N, pour tout réel X ;

r—ra

3. lim(f-g)(x) =00 ;

T—a

4. sil' #0, alors g(x) # 0 sur un certain voisinage de a et lim *~(z) = — ;
T—a g 14

5. lim | f(2)] = |e].

Cette proposition peut étre étendue aux cas ot £ et £’ ne seraient pas finies grace aux conventions :
+00 + (+00) = +00, —00 + (—00) = —00, 00 — (—0) = 400, b x (+00) = sgn(b)oo, b x (—o0) =
—sgn(b)oo, L =0sibeR.

Proposition 4.6. Soit f une fonction définie sur un voisinage d’un point xo € R, a [’exception peut-étre
de xq, telle que li_>m f(x) = a et soit g une fonction définie sur un intervalle ouvert W de centre a
r—x0

privé du point a et telle que lim g(y) = b € R. Supposons qu’il existe un voisinage Vg, de xqo tel que
y—a

(Vo \ {z0}) C W. Alors la fonction h = go f est définie sur Vy, \ {zo} et ILm h(z) =b.
T—x0

Démonstration. Pour tout x € V,, \ {zo} posons y = f(x); alors h(z) = g(y). Puisque 313(11 g(y) = b, pour
tout € > 0, il existe § > 0 tel que : (0 < |y —a| < J) = (|g(y) — b| < ¢). Par suite (0 < |f(z) —a| <
9) = (|h(z) — b| < €). Mais puisque xlggo f(z) = a et que quel que soit = € Vi, \ {zo} on a f(x) # a (voir
définition de W), alors on peut associer au nombre § > 0, un nombre o > 0 tel que 0 < |z — 29| < «
implique que 0 < |f(x) — a| < J et par suite |h(z) — b < e. O

Remarque 4.2. Attention, (lim f(z) =b et limg(y) =c¢) % (lim(go f)(z) =¢)!

T—a y—b T—a

1siy=#0

Osiy=0 "
lir% f(z) =0et lir% g(y) =1, g[f(x)] = 1 si z # L., n € Z*. Pourtant la fonction z + g[f(x)] n’admet
T— y—

nm’

1
Exemple 4.2. Soient f: R* > R, z+— f(z) =zsin—et g: R >R, y — g(y) = { On a:
x

pas de limite en 0.
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4.1.6 Limites de fonctions monotones

Définition 4.5. Une fonction f définie sur une partie A de R est dite

croissante si : Va,y € A, (y <z) = (f(y) < f(2));

décroissante si : Vo,y € A, (y <z) = (f(y) > f(2));

monotone si elle est croissante ou décroissante (le ”ou” étant exclusif) sur A;
strictement croissante si : Vx,y € A, (y < z) = (f(y) < f(x));

strictement décroissante si : Vz,y € A, (y < x) = (f(y) > f(x));

strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante sur A.

Théoreme 4.2. Soit f une fonction définie sur une partie non vide A de R.

a) Si f est croissante, alors f admet une limite a gauche (finie ou égale a 4+00) en tout point a € A
ou cette limite peut étre définie; si a € A, cette limite est finie et vérifie lim f(x) < f(a). Si A
r—ra

est non majoré, f a une limite (finie ou égale & +00) en +00.

b) Si f est décroissante, alors f admet une limite a droite (finie ou égale & —oc) en tout point a € A
ou cette limite peut étre définie; si a € A, cette limite est finie et vérifie lim+ f(x) < fla). ST A
Tr—a

est non minoré, f admet une limite (finie ou égale & —oc0) en —oo.

Exemple 4.3. La fonction partie entiere E : © — FE(x) est croissante sur R et pour tout a € R, on a
lim E(z) < E(a) = lim E(z).
z—at

r—a~

Y
2 4+
1 4+
} } } 1 } } x

-3 -2 -1 0 1 2 3
4_1__,
_9 1

FIGURE 4.1 — Représentations graphiques de la fonction partie entiere
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4.2 Comparaisons locales de fonctions

4.2.1 Infiniment petits et infiniment grands
Définition 4.6. Soit f une fonction définie sur une partie A de R et soit g € R un point adhérent a A.
1. La fonction f est dite infiniment petite au voisinage de xo si lim f(z) = 0.
T—T0

2. La fonction f est dite infiniment grande au voisinage de z¢ si lim |f(z)| = 4o0.
T—T0

Exemple 4.4.
a) r—sinz, xop=0
1. 1 sont des infiniment petits aux voisinages des points considérés.
b) = — —, To = Foo
x

a) x— T =0
2 - . . o . D
z 2’ sont des infiniment grands au voisinage des points considérés.
b) = — —z°, x9=+00

4.2.2 Fonction dominée - Fonction négligeable

Définition 4.7. Soient f et g deux fonctions définies sur une partie A de R et xg € A, peut-étre infini.

1. On dit que f est dominée (ou bornée) par g ou que f est un "grand O” de g au voisinage de x
s’il existe un voisinage V' du point zp et une constante ¢ tels que : |f(z)| < c|g(z)|, pour tout
x € (VN A)\{zo}. On écrit alors f = O(g) ou par abus d’écriture f(z) = O(g(x)).
o T—rT0

2. On dit que f et g sont de méme ordre au voisinage de o € R si f = O(g) et g = O(f).

Exemple 4.5.
1 1 . 1 1 .
1. Pl O ($2> puisque ’ < 3 s |z| < 1.
1 1 . 1 1
2. — = O = | puisque — <1 x — pour |z| > 1.
x? too x x ||

Proposition 4.7. Soient f et g deux fonctions définies sur une partie A de R, g € R un point adhérent

aAetg#0surA. Si lim @ =c e R", alors f et g sont de méme ordre.
v=wo g(x)

Démonstration. Remarquons d’abord que lim f(z) = b € R équivaut a l'existence d’une fonction « telle
Tr—a

que f(z) = b+ a(x) avec li_r>n a(z) = 0. En effet, si li_r)n f(x) = b alors il suffit de poser a(z) = f(z) — b.

Réciproquement, si f(z) = b+ a(x) avec lim a(z) = 0 alors lim f(z) = b. Maintenant lim f@) =c#0
r—a r—a z—0 g(%)
1
implique que % =c+oa(z) et ‘;23 = + as(x) avec ig% a;(x) — 0, ¢ = 1,2. Donc au voisinage de
f (90)‘ ’g(x) 1
o, || <le|+1let |7~ < —+1. ]
9(x) f@) [~ el

Définition 4.8. Soient f et g deux fonctions définies sur une partie non vide A de R et 29 € R un
point adhérent de A. On dit que f est infiniment petit (ou négligeable) par rapport & g ou que f est un
"petit 0” de g au voisinage de xg s’il existe un voisinage V de zy et une fonction ¢ telle que pour tout
x€ (ANV)\{xo} ona: f(z) =e(x)g(x) avec g:h—>nm10 g(z) = 0. On écrit alors f = o(g) ou f(x) = o(g(x)).
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x2 T ooz 1
Exemple 4.6. — = 0< - ) et aussi — =o| — .

sinz 0 \sinz sinz 0 sin
4.2.3 Fonctions équivalentes

Définition 4.9. Soient f et g deux fonctions définies sur une partie A de R et zyp € R un point adhérent

de A. S’il existe une fonction ¢ définie dans un voisinage V' du point xg, a ’exception peut-étre de xg,

telle que f(x) = p(z)g(zr) dans (VN A) \ {zo} et lim ¢(x) =1, on dit que f et g sont équivalentes au
T—T0

voisinage de xp. On écrit alors f ~ g ou par abus d’écriture f(x) ~ g(x).
xo o

Exemple 4.7. (1 + 2*)z? ~ 22 au voisinage de 0 avec p(r) = 1

1+x4”
Remarquons que si f ~ f; et g ~ g1 alors 'existence de lim f(@) entraine 'existence de lim h(z) ;
Nty S0 g(2) )
x x
et de plus on a I'égalité lim M = lim h(@)

T—T0 g(l’) T—=T0 g1 ((IZ) '
Notons avant de clore ce paragraphe que dans le calcul des limites on rencontre assez souvent les
0

o0
formes 0 = 0 - 00, +00 — 00, 00, 0c?, 1%
0

appelées formes indertiminées. Selon les situations concretes
en présence, ces cas peuvent avoir tous les comportements possibles au point zg. Déterminer la limite

éventuelle associée a de telles formes est ce qu’on appelle lever I'indétermination.

4.3 Fonctions continues en un point

4.3.1 Définitions par les voisinages et par la distance
En langage des voisinages, on a la

Définition 4.10. Soit f: A — R une fonction définie sur une partie A C R et soit @ un point de A. On
dit que f est continue au point a si pour tout voisinage V() de f(a), il existe un voisinage U, de a tel
que f(Ua MA) C Vi)

On peut aussi donner la définition suivante en langage e — §”.

Définition 4.11. Soit f: A — R une fonction définie sur une partie A C R et soit @ un point de A. On
dit que f est continue au point a si: Ve >0, 30 >0 /Vz € A, (Jx —a| < 0) = (|f(z) — f(a)] < e).

S’il existe un voisinage U, de a tel que U, N A = {a} c’est-a-dire si a est un point isolé de A, alors
f(Ua N A) C Vi(q), pour tout voisinage V() de f(a). D’ou toute fonction f définie sur une partie A C Z
est continue.

Si f n’est pas continue en un point ag, on dit que f est discontinue au point ag ou que ag est un point

de discontinuité de f.

Remarque 4.3. La continuité est une propriété locale. Par exemple, pour prouver qu’une fonction f
définie sur une partie A de R est continue en un point a de A, il suffit de trouver un intervalle ouvert
contenant a vérifiant la propriété suivante : il existe une constante M > 0 tel que pour tout = de I N A,
|f(x) — f(a)] < M|x — a|. En effet si J est un intervalle de centre f(a) et de longueur €, pour que f(x)
appartienne & J, il suffit alors que z € A et x €la — 47, a + 5 [N1.
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4.3.2 Continuité a gauche - Continuité a droite - Prolongement par continuité

Définition 4.12. Soit f : A — R une fonction définie sur une partie A de R et soit a un point de A.
1. On dit que f est continue & gauche en a si: Ve > 0,36 >0/ Vz €la—§,a]NA, |f(z) — f(a)] < e.
2. On dit que f est continue a droite en a si: Ve >0, 36 > 0 / Vz € [a,a + 0[NA, |f(x) — f(a)| <e.

Théoréme 4.3. Soit f : A — R une fonction définie sur une partie A de R et soit a un point intérieur

a A. Alors [ est continue en a si et seulement elle est continue a droite et continue a gauche en a.
Exercice 4.3. Prouver le théoreme.

Soit f : A — R est une fonction définie sur une partie non vide A de R et soit a € A (fini) tels que
lim f(z) = b € R. La fonction f est discontinue en a dans les deux cas suivants :
. ad¢ A,
— a € A mais f(a) #b.
On peut par contre construire une fonction f assez proche de f continue au point a comme suit :

— dans le cas ot a ¢ A,

4.3
b si xz=ua (43)

- {f(x) si zeA
— dans le cas o a € A,

b si r=a

(o) = { fx) si zeA\{a} »

Définition 4.13. La fonction f continue au point a définie par (4.3) ou par (4.4), selon le cas, est appelée

le prolongement de f par continuité au point a.

Proposition 4.8. Soient f et g deux fonctions définies sur un méme ensemble A C R et continues au

point a € A; et soit a € R. Les fonctions af, f+ g, f g sont continues au point a. Il en est de méme
de / st g(a) # 0.
g

Pour la preuve se référer a la Proposition 4.5.

4.4 Fonction continue sur un intervalle

4.4.1 Continuité sur un intervalle - Extrema d’une fonction continue sur un intervalle
Définition 4.14. La fonction f : A — R est dite continue sur A si elle est continue en tout point de A.

Définition 4.15. Soit f: A — R une fonction définie sur une partie A de R.

1. On dit que f est majorée [resp. minorée, bornée| sur A, si f(A) est une partie majorée [resp.

minorée, bornée] de R.

2. Si f est majorée [resp. minorée] sur A, la borne superieure [resp. borne inférieure] de f(A) est

appelée borne superieure [resp. borne inférieure] de f sur A et est notée sup f = sup f(z) [resp.
A €A

inf f = inf .

inf f = inf f(z))

Définition 4.16. Soit f : A — R une fonction définie sur une partie A de R.
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1. On dit que f présente un maximum [resp. minimum] absolu en un point a € A, si f(z) < f(a)
[resp. f(z) > f(a)], quel que soit € A; et ce maximum [resp. minimum] f(a) est dit strict si les
relations x € A et si & # a entrainent I'inégalité stricte f(x) < f(a) [resp. f(x) > f(a)].

2. On dit que f présente un maximum [resp. minimum]| relatif au point a € A, s’il existe un voisinage
V de a tel que l'on ait f(z) < f(a) (resp. f(x) > f(a)), pour tout x € V N A.

3. Les maxima et les minima (absolus ou relatifs) sont appelés extréma de f.

Théoréme 4.4. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle fermé et borné [a,b] C R. Alors

f est bornée sur [a,b] et y atteint sa borne supérieure M et sa borne inférieure m.

Démonstration. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle fermé et borné [a,b] C R.

1. Supposons f non bornée sur [a,b], alors pour tout n € N, il existe un point z,, € [a,b] vérifiant
|f(zn)| > n. De la suite bornée (z,,) le théoréme de Bolzano-Weierstrass permet d’extraire une
suite convergente (z,,) et le point z = kEToo Zp, appartient a [a,b] (puisque [a,b] est fermé).
Puisque la fonction f est continue, la suite (f(xy,)) converge vers f(z). Mais ceci entraine une

contradiction car la suite (f(xy,)) est non bornée. Donc f est bornée.

2. Puisque f est bornée, les bornes M = sup f et m = [inbf] f sont finies. Supposons que f ne prend
[avb] a,

pas la valeur M, alors la fonction z ﬁ est définie et continue sur tout [a,b]. D’apres la

partie 1) de la démonstration, cette fonction est donc bornée. Il existe alors un nombre o > 0 tel
M%f(x)’ < a cest-a-dire [M — f(z)| > 1, pour tout z € [a,b]. On a donc M — f(z) > %
c’est-a-dire f(r) < M — é, quel que soit z € [a, b]. Donc M n’est pas la borne supérieure de f. Ce

que

qui est inexact ; donc f atteint sa borne supérieure M.
3. On établit de méme que f prend la valeur de m au moins en un point de [a, b]. ]

Remarque 4.4. Le Théoreme tombe en défaut pour une fonction continue sur un intervalle non fermé ou

non borné. L’application ]0, 1[— R, z — 2 est une bonne illustration.

4.4.2 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 4.5 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soit f une fonction numérique continue sur

un intervalle quelconque (ouvert, fermé, semi-ouvert, borné ou non) I de R ; et soient M = sup f et
I
m = inf f les bornes de f sur I. Alors f prend toute valeur entre m et M.
I

Démonstration. Sim = M (cas ou f est constante) le théoreme est trivial. Supposons donc m < M et soit
y un nombre arbitraire tel que m < y < M. Les propriétés des bornes supérieure et inférieure entrainent

Pexistence des points a,b € I tels que m < f(a) <y < f(b) < M. Pour fixer les idées, supposons a < b.

L’ensemble C = {z € [a,b] / f(z) < y} est non vide (puisqu’il contient @) et est majoré par b. Il admet
donc une borne supérieure finie ¢y < b. Pour chaque n € N*, les propriétés de cette borne supérieure
entrainent ’existence d’un élément x,, € C vérifiant ¢y — % < xp < ¢p. Par conséquent lim =z, = ¢ et

n——+o0o
donc lilf f(zn) = f(co); et I'inégalité f(x,) < y (vraie par construction pour tout n € N*) entraine
n—-+0oo

©DMI/FST/UCAD
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par passage a la limite que f(cy) < y. D’autre part, puisque cg est la borne supérieure de C, on a f(z) >y
pour tout z €]cg,b] (car x > ¢p). Donc la limite & droite de f en co, qui est f(co), vérifie f(co) > y. Il
suit donc 1’égalité f(co) = y. O

Remarque 4.5. Ce procédé utilisé nous permet d’avoir la plus grande racine de I'équation f(z) = ~.

Corollaire 4.1. Soit f une fonction continue sur un intervalle I C R, sl existe deux points a et b de I

tel que f(a)f(b) <0, alors l’équation f(x) =0 admet au moins une solution entre a et b.

Corollaire 4.2. Soit f une fonction continue sur un intervalle I C R. Si f ne prend pas la valeur 0,

alors f garde un signe constant sur I.

Corollaire 4.3. L’image d’un intervalle de R par une fonction continue, est un intervalle de R.

Démonstration.
— Sim, M € R,on a|m,M[C f(I) C [m,M]alors f(I) est égale a [m, M], |m, M|, [m, M| ou |m, M].
— SimeRet M =400, on a |m,+oo[C f(I) C]m,+oo] et alors f(I) est |m,+oo[ ou [m, +oo].
— Sim=—ocoet M € R,ona|—o0, M[C f(I) C]—o0,M] et alors f(I) est ] — oo, M| ou]— oo, M].

Dans tous les cas, f(I) est un intervalle. O

Le théoreme suivant précise le résultat lorsque I est fermé et borné.

Théoréme 4.6. L’image d’un intervalle fermé borné de R par une fonction continue est un intervalle

fermé et borné.

4.4.3 Continuité et fonction strictement monotone sur un intervalle

Proposition 4.9.
a) Pour qu’une fonction numérique continue sur un intervalle I de R soit injective il faut et il suffit
qu’elle soit strictement monotone.
b) Pour qu’une fonction numérique monotone sur un intervalle I C R soit continue, il suffit que f(I)

soit un intervalle.

Proposition 4.10. Soient I un intervalle quelconque de R d’extrémités a et b (a <b) et f une fonction

strictement monotone et continue sur I. Alors f(I) est un intervalle de méme nature que I d’extrémités
a = lim f(z) et f = lim f(x).
T—a z—b

Démonstration. Pour fixer les idées, supposons f strictement croissante. D’apres le Théoreme des valeurs
intermédiaires f(A) est un intervalle d’extrémités « et . Il est évident que o € f(I) (resp. 8 € f(I)) est
équivalent & a € A (resp. b € A), c’est-a~dire I et f(I) sont de méme nature. O

De la Proposition 4.6 résulte le théoreme suivant.

Proposition 4.11. §i f est une fonction continue au point xg et g une fonction continue au point

yo = f(zg), alors la fonction h = go f est continue en xy.
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Démonstration. Soit 29 = h(xo) = g[f(z0)] = g(yo) et V., un voisinage quelconque de zg, alors h=*(V,,) =
(g1 (V,,)). Puisque g est continue en o, alors g~1(V},) est un voisinage de yo et la continuité de f

en x( entraine que f~!(g7!(V,,)) est un voisinage de . O

4.5 Fonctions uniformément continues

Définition 4.17. Une fonction f définie sur A C R est dite uniformément continue sur A si :
Ve>0,30>0/V(z,y) € A% (Jo —y| < 8) = (If(z) - fly)l <e). (4.5)

Remarque 4.6.
a) 0 = d(e) dépend seulement de € et pas du point.

b) Une fonction uniformément continue est nécessairement continue. En effet, si § est le nombre

associé a € dans (4.5) et si xg est fixé dans A, alors pour tout z € A tel que |z — zo| < 6,
[f(x) = f(zo)| <e.
Exemple 4.8.

a) La fonction f: 2z — ]:r\% est uniformément continue sur A = R. En effet soit € > 0 et § = £2. Pour

2
tout (z,y) € R? vérifiant |y —z| < § =2 on a |f(z) — f(y)]* = )\xﬁ — \y|% Or

1 1\2 1 1 1 1 2
(1213 = 1y12) " < | (lal® + 1y12) (Jef® = 1yI?)| = |lo] = lol| < 2 — o] <&
<Vl|r -yl <e.

b) La fonction f :J0,1[— R définie par f(z) = 1 est continue sur A, mais non uniformément. En
effet, pour tout z > 0 et tout § >0 telsque 0 <x+d < 1,ona:

1)
0<f(ff)_f($+5):i»_x—1l-5:x(ﬂc—l—5)

done [[a[* — |y

et donc f(x) — f(x +6) > (1‘15) Or (1+5) >eex< €(1+5) donc pour tous € > 0 et > 0, on

peut toujours trouver x < (1+5) tel que f(z) — f(x +9) > e.
: . _ + 14 : /! 1 " __ 1
c) Soit f: A=R" - R, z — sin 5. Considérons les points =’ = om0 et 2 = Trtomn Prenons
e = 1, alors pour tout § > 0 on a : pour n assez grand, |z’ — 2| < § et

f(@) = f@")] =

3
sin<72r—|—27m>—sin<27r—|—27m>‘:1+1:2>1.

Donc f est non uniformément continue.

d) Soit f: A=R—> R,z x. Pour touse >0et  =cona:

V(a,y) € A% (lz =yl < &) = (If(z) — fy)l = & —y| <e);
c’est-a-dire que f est uniformément continue.

Théoréme 4.7 (de Heine). Toute fonction continue sur un compact [a,b] y est uniformément continue.

Analyse I, L1-MPI
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Démonstration. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Soit £ > 0. Supposons que f est non uni-
formément continue, alors pour tout n € N*, il existe deux points z,, et y,, de [a, b] tels que |z, — yn| < %
et |f(zn) — f(yn)| > €. D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de la suite (x,,)
une suite (z,, ) convergente. Notons ¢ sa limite. Puisque |z, — yn,| < %, la suite (yy, ) tend aussi vers
¢. Maintenant puisque f est continue en ¢, les suites (f(xy,)) et (f(yn,)) tendent vers vers f(¢). Par
conséquent il existe kg € N tel que pour tout k > ko, |f(zn,) — f(£)| < 5 et |f(yn,) — f(£)] < §. On en
déduit l'inégalité | f(zp, ) — f(yn,)| < € pour tout k > kg, ce qui contredit ’hypothese. O

Définition 4.18. On dit qu’une fonction f : I — R définie sur un intervalle I de R est lipschitzienne s’il
existe un réel k > 0 tel que : Vz,y € I, |f(z) — f(y)| < k|lz —y|.

Exercice 4.4. Soit f : I — R une fonction lipschitzienne. Montrer que f est uniformément continue.
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Dérivabilité d’une fonction réelle a

variable réelle
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La notion de dérivée d’une fonction en un point, issue du taux d’accroissement par passage a la limite lorsque ’accrois-
sement sur la variable tend vers 0, donne une indication sur le comportement de f(z) — f(a) lorsque = est prés de a. La
notion de fonction dérivée permet ensuite d’étudier les variations locales et globales des fonctions d’une variable réelle, de

déterminer des extrema.

5.1 Fonction dérivable - Nombre dérivée - Interprétation géométrique

5.1.1 Fonction dérivable, Nombre dérivé

Définition 5.1. Soit f : A — R une application définie sur une partie non vide A de R et xy un point

x)— f(x

de A. On dit que f est dérivable au point x¢ si 'application z M admet une limite finie au
Tr — X0

point xg. Le cas échéant, cette limite est appelée nombre dérivée de f au point zg, et est notée f'(xq)

ou %(a:o). Si f est dérivable en chaque point d’une partie D de A, on dit que f est dérivable sur D et

Papplication f': D — R, xz — f’(x) est appelée fonction dérivée de f sur D.
Définition 5.2.

1. Soit f une fonction dont le domaine de définition contient [zg,z1] avec z1 > xo. On dit que f est
f(@)—f(xo)

T—x0
est appelée le nombre dérivé a droite de f en xg et on la noté f}(xo).

dérivable a droite en xq si admet une limite & droite en zg. Le cas échéant, cette limite

2. Soit f une fonction dont le domaine de définition contient [x1,xo] avec xg > 1. On dit que f est
f(z)=f(z0)

dérivable a gauche en xg si
r—x0

admet une limite a gauche en x(. Le cas échéant, cette limite

est appelée le nombre dérivé & gauche de f en xg et on la noté f}(xo).

Théoréme 5.1. Une fonction f : I — R, définie sur un intervalle I de R, est dérivable au point xg

intérieur a I si et seulement si les limites fj(xo) et fy(wo) existent et sont égales.

Analyse I, L1-MPI
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Exemple 5.1. Pour la fonction f : z + |z, on a I'existence de f;(0) et de f;(0) mais pas celle de f'(0).

Remarque 5.1. Par dérivabilité d’une fonction f sur un compact [a, b] de R, on entend P'existence de f(a)
et de f;(b) en plus de celle de f’(x) pour tout z €a, b[.

Théoréme 5.2. Si une fonction f est dérivable en un point xo alors f est continue en ce point.

Démonstration. Par définition, f'(zg) est la limite, au point xy du rapport %ﬂ)xo) Pour tout € > 0, il
existe 0 > 0 tel que: (0 < |[z—xo| < J) = (\%ﬁ:gi@—f’(xo)] < ¢€). Or, I'inégalité \%ﬁéxo)—f’(:ﬂoﬂ <e

entraine que ’%ﬁéx(ﬁ\ < e+kaveck = | f'(x9)|. Donc 'inégalité |z—xo| < d entraine que | f(z)—f(zo)| <
(k + ¢)|z — xg|. Ce qui implique que li_>m f(x) = f(xo). O
T—x0

5.1.2 Interprétation géométrique

S}

S Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle
Y g \@9@ ouvert I de R et dérivable en un point zg de I. Soit
6 7 C Q//\ C le graphe de f dans I x R. Si on considére un point
5 & M = (z, f(x)) du graphe C de f assez voisin de A =
(zo, f(x0)), la droite Ajp; passant par A et M a pour
4 + équation

3 | y= LI ) b g, (50
2 + Dire que f est dérivable en x( signifie que la pente
%ﬁéwo) de cette droite tend vers f’(zg) lorsque z
1/ tend vers xg ou encore que la droite (Ajps) a pour po-

1 1 1 1 1 1 . sition limite la droite (7') d’équation
- ﬂl/o | 12 3 4 5 y = f(xo) + f'(x0)(x — z0). (5.2)

On dit que (T) est la tangente a C au point (xo, f(zo)).

Si f admet seulement une dérivée a droite au point xg, la demi-droite (7;) d’équation

{ y = f(zo) + (x — o) f (o),

T > x

est appelé la demi-tangente & droite a C au point (zg, f(zo)).

On définit de méme la demi-tangente & gauche lorsque f(zo) existe.

Exemple 5.2.
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y
5 is
Soit f : x + Va2 + x3. Le domaine de définition de f est
D =]-1,40c0[. On a: f(x) = |z[/1+ z et f(0) = 47
— Sur |0, oo, M:\/l+x:> lim f(xgz g( ) — 1.
x—07F 31 .
— Sur [-1,0[ PG =—vI = tim 1G0=—1. 57
Donc, au point zg = 0 f;( )= —1et fd( ) = 1. Les deux 27
arcs qui aboutissent a l'origine sont respectivement tangente 2 11
a la 1™ et a la 2° bissectrice.
VAN ‘ X
-1 1 2 3

5.2 Opérations algébriques sur les fonctions dérivables
Dans cette section, I est un intervalle non vide de R et x(y est un élément de I.

Proposition 5.1 (Dérivée d’une combinaison linéaire). Soient f et g deux fonctions réelles définies sur

I et dérivables en xo € I. Pour tout (o,b) € R?, la fonction h = of + bg est dérivable en xq et on a :
W (xz0) = (af +bg)'(w0) = af'(x0) + by’ (wo)- (5.3)

Proposition 5.2 (Dérivée d'un produit). Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables au point xo € I.

Alors le produit h = fg est dérivable au point xq, et on a
W (o) = (f9)'(x0) = f'(z0)g(z0) + f(x0)g (o) (5.4)

Démonstration. On a :

h(x) —h — — —
(@) = hla) _ fola) = Flaolalen) _ o) —aleo) | f@) = Flao)
Tr — X r — X r — X r — X
Compte tenu de la dérivabilité de f et g en xg et de la continuité de f en xg, on a : lgn %ﬁ(fo) = ¢'(x0),
T—T0
lim HO=1@0) — f(q0) et lim f(x) = f(wo). Par suite, lim ™22 — f(u0)g/ (29) + f'(w0)g(wo). O
z—xg X0 T—T0 z—x9  TTT0

Proposition 5.3 (Dérivée d’une fonction composée). Soient f : I — R et g : J — R deux fonctions
définies respectivement sur les intervalles ouverts I et J de R telles que f(I) C J. Soit ¢ un point de I.

On suppose que f est dérivable en xq et g est dérivable en f(xy). Alors h = go f est dérivable en ¢ et
h (z0) = (g o f) (z0) = g'(f(20)) - £ (o). (5.5)

Démonstration. La dérivabilité de f et de g respectivement aux points zg et f(zo) implique :
(@) = Fwo) = /(o) (@ = w0) +e1(2)(w — o) avee lim 21(x) = 0;
— 9(t) = g(£(20)) = ¢'(f(20))(t = f(20)) + £2(t)(t — f(z0)) avec lim e5(t) =0.

— f (o)

Analyse I, L1-MPI ) @DMI/FST/UCAD
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On a ainsi

hx) = h(zo) = g(f(2)) — g(f(xo))

"(f(@o))(f(x) — f(0)) + e2(f () (f () — f(a0))
(20))[f(20) (@ = 20) + e1(2)(@ = 20)] + e2( £ () ( (0} (& = w0) + £1(2) (@ — 30)).
Il suit donc que

9(f(x)) — g(f(x0))

= 0 (Fao) F'(z0) + 9/ (F(a0))e1 (2) + 2(F (@) (F/ (o) +21(2)

r — X0
Puisque f est continue en zp, lim f(x) = f(zo); et comme lim e9(t) =0, on a lim eo(f(x)) =0. 11
T—T0 t*)f(xo) T—=T0
suit donc que lim M = lim M =g (f(x0))f (z0)- O
T—T0 T—T0 T—T0 T—To

Proposition 5.4 (dérivée d’un rapport). Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables en x¢ € I avec
g(xo) # 0. Alors,

1. la fonction h = % tx ﬁ, définie sur un voisinage de xq, est dérivable au point xg et on a

L g
M(@0) = =gl B (5:6)

définie sur un voisinage de xg, est dérivable au point xy et on a
AY f'(z0)g(x0) — f(z0)g' (20
(£) e = Lzl ~fuig o) )
g (9(xo))

Démonstration. Comme g(zg) # 0 et g est continue en xg, il existe un voisinage V' de z( tel que pour
tout x € VNI, g(x) # 0. Soit donc x € V. On a :

f(=z)

2. la fonction S(2)

I
g.£E|—>

1 1
9@ ~gwo) _ 9(xo) —g(x) 1
T — 20 x—x0  g(zo)g(x)
1 1
5 s : iy 8@ g@y) _ 1 _ _ _g(z0)
En passant a la limite lorsque x tend vers z, on obtient xlingo e - =Y (z0) GEE = " Tewo))?
On obtient (5.7) en appliquant la Proposition 5.2 aux fonctions f et é. O

Proposition 5.5 (Dérivée d’une fonction réciproque). Soit f une application bijective et continue d’un
intervalle I sur un intervalle J de R. On suppose que f est dérivable au point xo de I et f'(xg) # 0.
Alors la réciproque h = f=1 de f est dérivable au point yo = f(x0) et on a :
1
W)= (1) (o) = 57— 5.8
(w) = (/7)) = i (5:5)
Démonstration. Soit y € J avec y # yp; on a, en posant z = h(y) et xo = h(yo),
h(y) — h(yo) __ T~
Y—%Y f(@) = (x0)

. .. . . . T—x0 403 ; - _1
Puisque f est injective, la fonction ¢ : x — T —f(z0) est définie pour & # xg. On a xlggﬂ o(r) = Fw0) et

nous savons d’autre part que h est continue. Le théoreme des applications continues montre que

Ry —h(yw) _ 1 .
lim ————=> = lim o[h(y)] = - = . -
TS S S A LI ¢ FTa(yo)] ~ F'(xo)
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5.3 Théoremes sur les valeurs moyennes

Théoréme 5.3 (Fermat). Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I et admettant, en un

point ty € I un extremum relatif (mazimum ou minimum,). Si la dérivée f'(to) existe alors f'(to) = 0.

Démonstration. Examinons le cas d’'un maximum. Soit § > 0 tel que pour tout t €]ty — d,t9 + [C I,
f(t) < f(to). Alors pour tout t €|ty — d, o], %{0@0) > 0 et par suite en passant a la limite on obtient
1’ (to) > 0. Maintenant pour ¢ €]tg, to + ], %ﬁfto) < 0; d’ou f'(tg) < 0. Le résultat est alors clair. [

Théoréme 5.4 (Théoreme des accroissements finis généralisés ou Théoréeme généralisé de la valeur
moyenne). Soient f et g deux fonctions réelles continues sur un compact [a,b] C R et dérivables sur

Douvert |a,b[. Alors il existe ¢ €]a, b| tel que :

[(0) = f(a)lg'(c) = [g(b) — g(a)lf'(c). (5.9)

Démonstration. Posons h(t) = [f(b) — f(a)]g(t) — [g(b) — g(a)]f(t), t € [a,]]. La fonction h est continue
sur [a,b] et dérivable sur |a,b[ et h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b) = h(b). Nous allons vérifier qu'’il existe
¢ €la, b[ tel que h'(c) = 0.

— Si h = cte alors h/(c) = 0, pour tout ¢ €]a, b|.

— Si h # cte alors puisque h atteint ses bornes il existe ty €|a,b| tel que h(tp) = sup h ou bien il

[a,b]
existe t; €]a, b[ tel que h(t) = [inlf} h et par suite h'(tp) = 0 ou h/(t1) = 0 d’apres le théoreme de
a,
Fermat. On peut des lors prendre ¢ = tg ou ¢ = t;. ]

Corollaire 5.1 (Formule des accroissements finis ou théoréme sur la valeur moyenne). Soit f une fonction

numérique continue sur [a,b] C R et dérivable sur ]a,b[. Alors il existe ¢ €]a,b] tel que

f®) = f(a) = (b= a)f'(c). (5.10)
Démonstration. Dans le Théoreme 5.4, poser g(t) = t. O
Donnons une autre écriture de (5.10) comme suit : a < ¢ < b & 0 < (§=2) < 1. Posons =% = 0,

c’est-a-dire que ¢ —a = (b — a) avec 0 €]0, 1[. Si on pose b = a+ h alors la formule (5.10) prend la forme
fla+h) = f(a) + hf'(a+6h) avec 0 < 6 < 1. (5.11)

Dans (5.10) si f(a) = f(b) on a f’(¢) = 0. On alors le

Théoréme 5.5 (de Rolle). Soit f une fonction continue sur le fermé borné [a, b] et dérivable sur l’ouvert

la,b[ telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a,b[ tel que f'(c) = 0.

Interprétation géométrique. Ces propositions traduisent le méme fait géométrique a savoir : si f
est une fonction numérique continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|, il existe un point du graphe de f ou

la tangente est parallele & la droite (appelée ”corde”) joignant les points A = (a, f(a)) et B = (b, f(D)).

Corollaire 5.2. Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I de R et dérivable sur Uintérieur
I del. Si 1 (x) # 0 pour tout x € f, f est alors injective.

Analyse I, L1-MPI
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FIGURE 5.1 — Interprétation géométrique des théoremes des accroissements finis et de Rolle

Corollaire 5.3 (Inégalité des accroissements finis). Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b]

et dérivable sur |a,b[. On suppose qu’il existe M > 0 tel que |f'(z)| < M pour tout x €]a,bl. On a alors
[f(0) = f(a)| < M(b— a).
Corollaire 5.4. Soient f une fonction continue sur un intervalle ouvert I de R et xg € I. Si f est

dérivable sur I\ {xzo} et f' admet une limite finie £ en xq, alors f est dérivable en xg et on a f'(xg) = £.

Exercice 5.1. Prouver les deux résultats précédents.

5.4 Applications a I’étude des fonctions

Commencons par 'utilisation des dérivées pour déterminer la limite d’une fonction.

Théoréme 5.6 (Regle de I'Hopital ou de I'Hospital ou de Bernoulli). Soient —oco < a < b < 400, f et

g deux fonctions continues, dérivables sur |a,b| et vérifiant

— g(x) #0 et ¢'(x) # 0 pour tout x €]a, b,
— lim L& = e R.

t—a 9(@)

On suppose de plus que lim f(x) =0 et lim g(x) =0; ou lim g(x) = 4+00. Alors,
Tr—a T—a

r—a

lim M = lim F'()
e=a g(x)  aa g'(x)

=/ (5.12)

Remarque 5.2. 11 est important de noter les observations suivantes.
1. Une telle proposition reste vraie si z — b ou bien g(z) — —oo.

2. Attention! La regle n’est utilisable que dans les situations d’indétermination du type % ou dans
le cas ou la limite du dénominateur est infinie. Par exemple,
322+2 5 6z (3z% +2)

#5127 1 1 _*#*_iﬂ 3 Ty

3. La regle ne donne que des conditions suffisantes d’existence de la limite. Il existe des cas ou la

limite du quotient des dérivées n’existe pas et pourtant la limite du quotient des fonctions existe :

2 gin(L 2 sin( 1) —cos( L
lin%) z 51;(””) = 0 alors que w n’admet pas de limite en 0.
T—
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Exercice 5.2. Peut-on appliquer la regle de I’'Hopital pour déterminer la limite en +o00 du rapport %,

ot f(z) = z 4 cos(z)sin(z) et g(z) = @) [z + cos(z) sin(z)] ?

Proposition 5.6. Soit f: I — R une fonction continue sur un intervalle I de R et dérivable sur I.
1. f est croissante au sens large sur I si et seulement si sa dérivée est positive ou nulle sur IO;
2. f est décroissante au sens large sur I si et seulement si sa dérivée est négative ou nulle sur I ;

3. f est constante si et seulement si sa dérivée est nulle sur I.

Démonstration. Montrons que les conditions sont nécessaires. Soit zg € I.
— Si f est croissante, alors pour tout z € I\ {xo}, f(x) — f(z0) et * — x¢ sont de méme signe et

w > 0. Comme f est dérivable en zg, on a alors f'(zp) = lim M >0.
0 z—xg  TTTO
— Si f est décroissante, alors pour tout x € I\ {zo}, f(x) — f(zo) et x — xo sont de signes contraires
w < 0. Comme f est dérivable en xg, on a alors f'(z¢) = lim M <0.
0 T—T0 =0
— Bien évidemment, si f est constante, le taux de variation de f est z( est nulle et donc f'(x¢) = 0.

donc
et donc

Pour montrer que les conditions sont suffisantes, soient deux points u, v de I tels que u < v. La fonction
f étant continue sur [u,v] et dérivable sur |u,v[, il existe ¢ €]u, v] tel que f(v) — f(u) = (v —u)f'(c).
— Si f/(t) > 0 pour tout t € I, on a f'(c) > 0 et par suite f(v) > f(u); donc f est croissante.
— Si f/(t) < 0 pour tout t € I, on a f'(c) < 0 et par conséquent f(v) < f(u); donc f est décroissante.
— Enfin si f/(t) = 0 pour tout ¢ € I on a f'(¢) = 0 et alors f(v) = f(u); et donc f est constante. [J

Si dans la démonstration qui précede, on suppose f'(x) > 0 [resp. f'(x) < 0] sur I,ona f) > f(u)
[resp. f(v) < f(u)]. Nous pouvons compléter par la

Proposition 5.7. Pour qu’une fonction continue sur un intervalle I de R et dérivable sur lintérieur
I soit strictement croissante (resp. strictement décroissante) il suffit que sa dérivée soit strictement

positive (resp. strictement négative) sur I.

Remarque 5.3. Cette condition n’est pas nécessaire. En effet, I'application ¢ — ¢3 montre que la dérivée

d’une fonction strictement croissante peut s’annuler.

Théoréme 5.7 (Existence de fonctions réciproques). Soit f : I — R une fonction continue sur un
intervalle I de R et dérivable sur Uintérieur I. Si 1 (x) # 0 pour tout x € Io, alors f réalise une bijection

de I sur un intervalle J de méme type que I. De plus la fonction f~' est dérivable sur J et on a :
1
P wo))’

pour tout yo € J. D’autre part, f et f~1 ont le méme type de monotonie.

(f 1) (90) = (5.13)

Démonstration. Posons J = f(I). Comme f est continue, J est un intervalle d’apres le Corollaire 4.3 du
Chapitre 4. Supposons f/(z) # 0 pour tout = de I. D’apres le Corollaire 5.2, f est injective et réalise
donc une bijection de I sur J = f(I). La monotonie de f entraine que J est un intervalle de méme type
que I. De plus la fonction f~!:J — I est continue d’apres la Proposition ?? du Chapitre 4. Soient g
et y deux points de J. Posons x = f~!(y). Comme f~! est continue, si y tend vers yo, alors x tend vers
fY(yo). Puisque f'(f~1(yo)) # 0, le Théoréme 5.5 achéve la preuve. O

©DMI/FST/UCAD
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5.5 Formules de Taylor

5.5.1 Dérivées d’ordres supérieurs

Soient I un intervalle ouvert de R, g un point de I et f : I — R une fonction. Si la fonction f est
dérivable sur I et sa fonction dérivée f’ est dérivable au point g, on dit que f est dérivable & ordre 2

au point xg. La dérivée de f’ en xq est alors appelée la dérivée seconde de f en x( et est notée f”(zg) ou

%(:ﬁo). Par itération, on définit la dérivée d’ordre p > 2 de f en zg, notée f®)(xq) ou %(mo) : Clest la

dérivée au point zo (si elle existe) de I'application z — f®~1(z). Par convention f(O(z) = f(z). Nous
dirons qu’une fonction f est p fois dérivable (ou dérivable a 'ordre p) sur un intervalle quelconque I si,

pour tout x € I, le nombre dérivé f®)(z) existe.

Remarque 5.4. L'existence de fP(xg) exige Pexistence de f®~1)(z) dans un voisinage de g et la continuité
de f®=1) au point .

Définition 5.3. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et soit un point o € I.

1. On dit que f est continiiment dérivable en z( si f est dérivable sur un voisinage de g et si f est

continue en xg.

2. On dit que f est contintiment dérivable ou de classe C! sur I si f est continfiment dérivable en

tout point de I.

3. Soit p € N*, on dit que f est de classe CP sur [ si, la dérivée f(p)(x) existe en tout point de I et si
application x — f®)(x) est continue sur I. On écrit alors f € CP(I). Si f est de classe CP alors

f est de classe C* pour 0 < k < p. Par fonction de classe C° on entendra une fonction continue.

4. On dit que f est de classe C* si f admet des dérivées de tous les ordres (ces dérivées étant alors

automatiquement continues).

Exemple 5.3.
1. Toute fonction polynomiale est de classe C*°.

2. Toute fonction rationnelle est de classe C* sur son domaine de définition.

Proposition 5.8. Soient f et g deux fonctions dérivables jusqu’a l’ordre n € N* en un point xqg. Alors

la fonction produit f - g est dérivable a l'ordre n en xq et on a la formule suivante dite de Leibniz :
(f - 9" (z0) =Y CL A () g™ (o). (5.14)
i=0
Exemple 5.4. Calculons la dérivée d’ordre n € N de la fonction f définie par f(z) = (322 + 2z — 2)e*®.

5.5.2 Formule de Taylor-Lagrange
La formule de Taylor-Lagrange fournit une évaluation globale d’une fonction sur un intervalle.

Théoréme 5.8 (Formule de Taylor-Lagrange). Soient n € N et f une fonction réelle de classe C™ sur

un intervalle I de R et admettant une dérivée d’ordre n + 1 en tout point de I. Pour tous points a et b
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de I tels que a < b, il existe un point ¢ €]a,b| tel qu’on ait la formule suivante dite de Taylor-Lagrange :

" 09 (1) ¢
iy =31 )(b—a)k—kw(b—a)”“. (5.15)

Démonstration. Sous les hypotheéses du théoreme, soient a,b € I tels que a<b. Posons

~ ¥ (a)
Pt) =) G a)*. (5.16)
k=0
Désignons par My le nombre défini par ’égalité
f(b) = Py(b) + Mo(b — a)" (5.17)
et soit g la fonction définie par
g(t) = f(t) = Pu(t) — Mo(t —a)" ™ a <t <b. (5.18)

Nous devons prouver qu'il existe ¢ €]a, b] tel que (n+1)!My = £+ (c). Mais (5.16) et (5.18) entrainent :
gt () = () — (n + 1)1M, (5.19)

pour tout ¢ €]a,b[. Ainsi donc, la preuve sera achevée si 'on vérifie que g("H)(c) = 0 pour un certain ¢
entre a et b. On a :

— Py(t) = ["(a)+ 1" (@) (t—a)+ L5 (t— a2+ L (t-a)*+ -+ L8 (1—a) ! donc Pl (a) = f(a):

— Pt = f"(a) + (@)t —a) + 5Ot —a)? 4+ L2 (1 — a)" done Fll(a) = f"(a);

— pour tout k=0,...,n, PP )= f®@) + X A0 (t —a)*"! donc Pék)(a) = f®)(a).
i=k+1

(z—1)!
1l suit donc que g(a) = ¢'(a) = --- = g™ (a) = 0, d’apres (5.18). On a aussi g(b) = 0 d’apres le choix de
My (voir (5.17)). Le théoreme de Rolle nous donne l'existence de ¢; €]a, b tel que ¢'(c1) = 0, et puisque
g'(a) = 0 alors il existe ¢y €]a, c1] tel que ¢g”(c2) = 0. Apres n+ 1 opérations nous aboutissons a I'existence

d’un certain ¢, 11 €a, ¢, [ tel que g™ (¢4 1) = 0. 1l suffit donc de prendre ¢ = ¢, 11 €]a, b]. O
Remarque 5.5.

1. Pour n = 0 on a la formule des accroissements finis.

2. Ce théoreme montre que f peut étre approchée par un polynéme de degré n. L’égalité (5.15)

permet d’évaluer écart d’erreur si 'on connait une valeur majorante de |f™"+1)(t)| sur Ja, b|.
En remplagant b par a + ¢ on peut écrire (5.15) sous la forme

" f(k)
flaty=Y" / k'(a)t’“ +
k=0 )

tn+1
(n+1)

O (a+0t); 0<0 <1 (5.20)

Dans (5.15) ou (5.20) la formule obtenue dans le cas particulier oit @ = 0 est dite formule de Mac-Laurin :

_ = f(k)(o) k f("+1)(c) n-+1
F(b) = k§0: TR e (5.21)
ou (k) .
= / (0) k tn (n+1)
= ; 1. .22
f(t) 1;:0 o " + nt 1)!f (ft); 0<b< (5.22)
Analyse I, L1-MPI @DMI/FST/UCAD
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Corollaire 5.5. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C"*'. En posant M = sup |[f"HD(t)], on
tela,b]
obtient ’inégalité de Lagrange :

(b—a)"*. (5.23)

5.5.3 Formule de Taylor-Young

La formule de Taylor-Young n’a qu'un caractere local. Elle ne pourra donc étre utile que pour résoudre
des problemes locaux. Par exemple, on peut s’en servir dans :

— la détermination de limites;

— T’étude de la position de la courbe représentative d’une fonction au voisinage d’un point par rapport

a sa tangente en ce point.

Théoréme 5.9 (Formule de Taylor-Young). Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de
R. Soit a un point de I. On suppose que f est dérivable jusqu’a 'ordre n € N* en a, c’est-a-dire que
f'(a), f"(a),..., f™(a) existent. Alors on a la formule suivante dite de Taylor-Young :

7) =3 - )+ (6 - a) (), (5:24)
k=0
pour tout t € I ; avec lim ¢(t) = 0.
t—a
Démonstration. Soit t un point de I\ {a}. On suppose sans perte de généralité que a < t. Soit toujours
g(t) = f(t) — Ph—1(t) — My(t — a)™ comme dans (5.18), o My peut étre choisi comme on veut. On a
gD (1) = FD (1) = fOD (@) - Monl(t — a).

La fonction ¢~ prend la valeur 0 en un certain ¢ = ¢,_; €|a,t[ (voir la preuve du Théoréme 5.8) et

Fe) = £ V(a)

donc = n!My. Pour tout ¢, on peut choisir My telle que g(t) = 0, c’est-a-dire tel
que f(t) = Pp—1(t) — Mo(t —a)™. Alors a tout t est associée une constante My(t) et ainsi est définie une

fonction t — My(t). Puisque ¢ €]a, t[ alors }im ¢ = a et en vertu de la dérivabilité de f"~Y en a on a :
—a

0 (a) = pim IO =) FOTVE) S @)

t—a t—a c—a c—a t—a

Il suit donc que My(t)n! = £ (a) + ~(t) avec 1%im ~v(t) = 0. On obtient alors la formule suivante en
a
remplagant My(t) et P(t) dans 'expression g(t) = f(t) — Py—1(t) — Mp(t — a)”

"i F®)(a) v, 7@ +9()

() = o t—a) py (t—a)"
= Zf( k+(t—a)"fy7§1:)
= }:f t—ak+u—aw¢@, (5.25)
oﬁ«p(t)zﬂ. O
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Si h est un nombre réel tel que a + h € I et si on pose t = a + h, la formule de Taylor-Young s’écrit :

n o pk) (g
fla+h)=>" f k,( Dk + Ko (h), (5.26)
k=0 ’

li h) =0.
avechgr(l)go() 0

5.6 Fonctions convexes - Fonctions concaves

Définition 5.4. Une fonction f : I — R, définie sur un intervalle I de R est dite convexe, si pour tous

z,y € let \,pe€ Ry tels que A+ =1, on a l'inégalité :

FOx 4 py) < Af(x) + pf (). (5.27)

On peut encore dire que f : I — R est convexe si pour tous z,y € I et tout A € [0,1], on a

72+ (1= Ny) <M @) + (1= Nf ). (5.28)

Interprétation géométrique. Les points z et y
étant fixés et A\, u assujettis aux conditions A > 0,
w>0et Apu =1, le point M = ((Aaﬁ-uy), M(x)+
fof (z)) décrit le segment joignant les points (z, f(z))
et (y, f(y)) du graphe de f. Donc, que f soit convexe

signifie que le graphe de sa restriction a tout inter-
valle [x,y] de I est situé en dessous de la corde joi-
gnant les points A = (z, f(z)) et B = (y, f(y)).

Exemple 5.5.
1. Toute fonction affine est convexe.

2. La fonction z — 22 est convexe.

Proposition 5.9. Une fonction f : I — R, définie sur un intervalle I de R, est convere sur I si et

seulement si pour tout a € I, la fonction Ao f : x —= w est croissante sur I\ {a}.

Démonstration.
=) Supposons f convexe sur [ et prenons a un point arbitraire de I.
_ —x
— Siz <y < a, alors nous posons A = =% et donc 1 — X\ = Y . On a alors A € [0,1] et
a—x

f@) = fa+y—a) = f(a+ Mz —a)) = f((1=Na+Az) < (1= V() + M (@),

c’est-a-dire que f(y;:f:(a) > f(x;:f:(a) ou encore (Ayf)(y) > (Asf)(x).

— Sia<x <y, le procédé est le méme.

Analyse I, L1-MPI
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f(aa,f;( Y > f(y; f:(x), ou encore

(y —z)[f(a) = fW)] < (a = y)f(z) = fW)] = (@ —yf(y) — fla)] + (a —y)[f(a) — f(z)]. Ce qui
implique que [£(a) - f(y)](a - 2) < (a — y)[f(a) - f(@)]. D'on, LW > S-S,
<) Supposons maintenant que pour tout a € I, A, f soit croissant sur [ \ a}. Nous devons prouver que
f((l — Nz + )\y) < (1=X)f(x)+ \f(z) pour tout z,y € I et X € [0,1].
— Siz =youl=0o0ul=1,'inégalité est triviale. C’est pourquoi il nous faut seulement la prouver
pour = # y et A €]0, 1].

— Siz<yetAe€|0,l[ona:z+ Ay —x) <yet dans ce cas (Azf)(z+ ANy —2) < (Azf)(y)
[(1—/\))\32+/\y])—f(33) < f-f=)
y—a =

— Siz < a <y, alors d’apres ce que nous venons de trouver on a :

pour tout y € I tel que =z < y; c’est-a-dire

FIE =Nz + Ay] < (L= N f(2) + Af(y)-

— Siz >y et A€]0,1] nous posons =1 — X €]0, 1] et ce que nous venons de montrer donne

)— D’ou les inégalités
Yy—T

f((l — Az + /\y) = fll —py+pz] <A —=pfly) +pflz) =0 -Nf(z)+Af(y). O

Remarque 5.6. (Ayf)(z) = (Azf)(a).

Proposition 5.10. Soit f une fonction convexe sur un intervalle I de R. Alors, f est continue en tout
point a intérieur a I et fi(a) et fy(a) existent et vérifient fi(a) < fi(a).

Démonstration. Soit a € I. Llexistence des limites en question et I'inégalité f;(a) < fl(a) sont une
conséquence de la croissance de A, f et des propriétés des fonctions croissantes. D’autre part, en passant
a la limite lorsque x tend vers a, on a : lim [f(z) — f(a)] = lim (z — a)% 0 x fy(a) = 0. De
T—a— Tr—a~

meéme, lim [f(z) — f(a)] = 0. D’ou f continue en a. O
T—a4

Remarque 5.7. Ce résultat ci-dessus n’est pas vrai si a n’est pas intérieur. Prenons I = [0,1] et f(0) =1

et f(z) =0si z # 0. La fonction f est convexe sur [0, 1] mais n’est pas continue en 0.

Proposition 5.11. Soit f une fonction convexre sur un intervalle I de R. Si a et b sont deuz points de

I tels que a < b, et fj(a) et f (b) existent (c’est le cas si a et b sont intérieurs) alors,

f(b) — f(a)
fala) < T, S fo(®). (5.29)
Démonstration. Si a < x < b, avec a,b € I, on a : f(a; x(z) < f(b) (x) . En faisant tendre x vers a et b
on obtient f)(a) < W < fy (D). O

Proposition 5.12. Pour qu’une fonction f, continue sur un intervalle ouvert I soit convexe il faut et il

suffit qu’elle admette sur I une dérivée a droite (respectivement a gauche) croissante.
Ces résultats nous permettent d’obtenir la

Proposition 5.13. Pour qu’une fonction f, définie sur un intervalle ouvert I et admettant sur I une
dérivée seconde, soit convexe, il faut et il suffit que U'on ait f"(x) > 0, pour tout x € 1. Le graphe de f

est alors situé au dessus de ses tangentes.

Proposition 5.14 (Caractérisation des fonctions convexes dérivables). Soit f une fonction définie sur

un intervalle I de R, dérivable en chaque point de I. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

Notes de cours dispensé & 'UCAD, Dakar, Sénégal



Fonctions convexes - Fonctions concaves 57

1. f est convexe sur I ;
2. pour tous z,y € L on a : f(y) > f(z)+ f'(x)(y — ) ;

3. f' est croissante sur I.

Démonstration. Nous allons utilisé le cheminement suivant : 1 = 2 = 3 = 1. Puisque f est dérivable
en chaque point de I on a : fi(z) = fy(z) = f'(x), pour tout = € I. La Proposition 5.11 donne
Pimplication 1 = 2. La caractérisation de la convexité en termes de A,f et de la croissance d’une
fonction dérivable donne I'implication 3 = 1. Reste a montrer que 2 = 3. En vertu de ’hypothese 2, on
a pour tous @,y € I : f(y) = f(z) + ['@)(y — 2) et [(x) > f(y) + (W)@ — y). Ce qui implique que
f(@)(y —2) < fly) — f(z) < f'(y)(y — 2) et par suite (y — z)[f'(y) — f'(z)] > 0. O

Définition 5.5. Une fonction f : I — R est dite concave si la fonction —f est convexe sur 1.

On dit que le graphe d’une fonction convexe [respectivement concave] tourne sa concavité vers le haut
[respectivement vers le bas|. Le sens de la concavité donne une information utile lorsqu’on construit des
graphes de fonctions numériques. Si la fonction étudiée f est de classe C2, le sens de la concavité est

fourni par le signe de f”(x). On dit que le point (x, f(z)) est un point d’inflexion du graphe de f si on a

f"(x) =0 et si f’(t) change de signe lorsque t traverse la valeur x.
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